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本 害 基 要 出 苏联 羡 立 物理 数 举 害 糙 上 轩 叛 社 (Soxayran 出 昭和 的 
于 送 以 上 4， aHr87), 号 顷 所 花 (全 ， 遇 ，.4EGHIID 乱 二 为 学 “Texu- 
HHIa 41963 年 县 外 出 的 。 原 放 骨 全 1940 年 点 萌 道 、. 皮 亚 提 各 名 斯 基 
(可 IILRTETOBeTRSE) 区 汉民 出 迁 一 撒 , 这 坎 下 版 过 前 , 用 著 省 疏导 过 ， 
并 作为" 理 识 物 理 数 入 "(并 九 管 ) 的 第 一 管 的 理 行 本 全 版 的 。 

永春 内 容 圾 这 力学 的 基本 癌 是 
动 ,下 出 方 程 ,同时 这 叙 进 了 三 提 的 醋 则 理论 及 砂 性 和 非 红 性 逐 款 的 
左手 动 。 可 仍 入 理 ,工程 物理 千 忽 的 大学生 , 角 完 竺 及 有 关 方 面 的 格 
洁 工 各 者 登 考 c . 

闵 涯 起 英 扩 ?科大 学 物理 系 四 举 革 市 羽 名 学 在 作 为 国庆 献 祝 而 第 
剑 胖 崩 的 ,县 蒿 全 络 王 体 少 ,于 融 、 厂 号 和 ,会 打 年 、 杨 基 方 千 夭 若 同 
举世 页 校 神 。 : 四 
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从 这 本 郊 开 始 我 们 打算 玫 步 重 版 我 们 的 理 钴 物理 全 部 各 答 。 
它 的 最 后 计划 如 下 : 
小 ， 力 学 ; 
声 芥 : 
.量子 力学 ( 非 相对 前 性 理论 ); 
.相对 航 性 基 子 理喻 ; 
-六 订 物理， 
.流体 动力 学 ; 
绎 性 理 堵 ; 
. 连 可 介 导 的 电动 力学 ; 
、 上 物理 运动 字 . 
z 第 _ 竺 的 第 -版 茵 于 1940 年 由 工 贿 道 和 工 别 齐 三 尔 斯 基 
发 表 出 版 。 员 然 本 尖 药 矿 的 总 计划 并 没有 改变 ,但 是 基站 过 了 重 
大 的 收 改 ,并 且 完 休 是 重新 写成 的 。 
”我 们 感谢 .BE. 强 劳 中 斯 基 和 并. 工 ， 彼 达 也 夫 斯 基 在 耻 莹 本 
着 初稿 时 所 葵 子 的 帮助 。 
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第 一 章 ”运动 方程 
$31， 广 义举 标 . 
质点 了 的 概念 荡 力 学 最 基本 艇 鳄 之 ~-。 凌 点 习 当 漠 解 成 效 术 


的 物 体 , 当 描 号 它 的 运动 时 ; 可 以 忽略 宪 的 大 小 、 当 然 , 这 种 和 忽 办 
与 问题 的 具 栖 条 件 有 关 。 沉 如 , 当 研 究 行 暴 图 黎 太 上 划 的 运动 时 ,可 


以 和 泄 行 性 于 成 质点 , 然而 , 在 强 察 宪 们 自转 的 时 代 , 就 当然 不 能 这 


样 看 了 。 * 
一 个 质点 在 崇 关 的 位 省 册 时 的 向 徽记 决定 ， 癌 熏 的 分 量 与 
贰 点 的 馆 卡 尔 华 标 ,9，? 相合 .了 对 夺 半 并 的 种 南 
a 
0 
Ar 


时 做 过 谋 ,而 二 次 袜 宙 时 做 真 起 的 加 湛 度 ， 像 一 般 所 洒 用 的 ， 


都 尽 , 议 后 我 们 将 常常 用 字 弛 上 方 的 一 点 表示 和 革 时 燃 的 人 逢 次 ,例如 
于 i 

汶 了 确定 由 广 个 质点 钥 成 的 体系 在 空 章 的 位 置 , 广 访 烙 定 访 
个 么 径 , 即 8 太 个 化 标 。 一 - 般 把 为 了 单 值 地 确定 一 个 体系 的 位 担 
所 必需 葵 出 的 独 竟 量 的 数 叶 ,时 做 这 居 系 的 自由 度 的 数目 。 在 上 
流 的 情况 下 , 这 个 数 月 等 于 3 克 。 这 些 最 不 一 几 是 质点 的 当 卡 尔 
坐标 ,根据 阅 题 的 条 件 ,有 时 移 择 其 一 种 其 他 的 坐标 可 能 会 更 加 万 
便 。 足以 描写 (上 共有 s 个 自由 上 度 的 } 体系 位 诈 的 性 意 8 个 昼 


gy a 9 对 敌 访 体系 的 广 允 从 标 ,而 微 商 小 草 臣 攻 的 广义 多 


度 ..* 
2 2 


四 人 
《至 》 


2 | 泛 动 方 稳 。 E 第 一 于 1 

但 是 :在 革 种 意 必 上 来 前 , 输 由 广 关 泽 标 的 数值 ， 还 不 能 决定 
和 侍 系 在 起 时 到 的 “力学 状态 ”， 因 为 那 并 不 能 预计 伴 系 在下 一 个 时 
齐 的 位 里。 在 入 定 了 举 标 数值 的 稍 驶 下 ,体系 可 以 具有 性 音速 度 ， 
而 由 于 速度 的 不 同 ， 体系 在 下 一 个 时 刻 (也 就 是 向 ， 类 过 无 当 小 的 
时 章 直 隔 怪 后 ) 的 位 甘 册 将 不 一 样 。 

实验 牙 明 ,局 同时 答 定 所 有 的 举 标 与 违 度 就 能 完全 确定 体系 的 
状态 ;关上 且 在 原则 二 可 以 预 合 它 久 后 的 运动 。 从 数学 的 观点 来 油 ， 
这 就 是 这 , 灶 定 在 某 一 于 齐 的 华 标 和 这 度 也 就 时 值 地 确定 了 了 人 在读 
-时 刻 的 加 带 度 79 。 

把 加 速 谋 和 坐标 、 这 诬 联系 起 来 的 关系 式 耻 做 运动 方程 。 对 
谓 数 Y() 来 说 ， 这 基 一 个 一 阶 柚 分 方程 和 这些 方程 的 积分 在 原则 
上 可 以 确定 力学 体系 的 运动 册 道 。 _ 


2， 最 小 作用 量 原 再 
z 为 学 体系 的 运动 规律 的 最 一 般 的 形式 可 以 由 所 请 最 小 作用 晤 


原 再 (或 者 哈密 下 原理 ) 给 出 。 根据 这 一 原理 ， 每 一 力学 体系 由 一 


定 的 画 数 ” - ， 
Lig, ay 加 ga， 952， 本 gs, ) 

[或 简 己 为 Lg, 9， 四 ] 来 描述 其 特性 ， 各 体系 的 适 动 满 息 下 面 的 

条 件 。 


假定 在 #-- 乒 和 - 扣 的 时 划 , 体 条 占有 两 个 铺 定 的 位 置 ,这 两 
个 位 置 芬 别 由 两 组 坐标 值 92 和 9@) 决定 。 这 时 ， 体系 在 两 个 位 
“性 之 间接 照 使 积分 


mm 


了 .~ (2 
Le » ， 


也” 为 了 使 符号 简便 赶 丰 ,我 俏 将 炸 带 把 4 理解 为 疡 有 全 慰 gi 属 ， … 册 的 久 合 
(网 梯 ,把 爱 作 所 有 壮 庚 的 集合 六 _- ， 





[ 外 ， 抽 小 作用 是 原 泽 3 


有 最 小 可 能 但 0D 的 方式 运动 。 功 数 研 时 币 襄 体 有 标的 控 榨 朋 天 日 而 
数 ,而 积分 亿 , 力 期 时 做 作用 最 

扩 格 刘 林 画 数 仅仅 和 包 合 7 和 4, 而 不 包含 更 高 稚 的 微 商 4， 4， 
这 一 情 姑 毅 明 了 为 学 状态 完全 由 疮 定 的 坐标 与 污 度 所 次 之 。 
这 下 是 在 前 面 已 经 提 到 延 的 事实 

更 在 我 们 来 推 妈 确定 积分 要 0 最 小 秆 的 微分 睫 程 。 为 了 简 
化 公式 的 叫 写 , 我 们 先 假 完 体 争 只 有 一 个 和 由 度 ， 这 样 ~ 素 , 启 访 
该 定 的 只 有 一 个 夯 数 g(t) 了 了- 

假定 g= 9 的 正巧 是 使 S 有 概 小 值 的 商 数 。 这 就 是 说, 以 形 





如 
git) ot 人 
的 园 数 代 扫 gt 时 .有 就 境 大 ， 其中 , 89 是 在 成 六 到 加 整 个 时 韶 
闻 卫 下部 很 不 的 画 数 [下 咀 傣 兽 数 gi 说 的 之 从 1、 诈 然 当 f= 在 和 
i 王石 持 ,所 有 用 雪 比 较 的 画 数 (2,21 1) 应 旋 有 相 加 的 人 9 可 9 ， 
因而 应 六 月 
8 一 一 (8 
二 9 十 909 代 3 所 绚 起 的 入 的 次 化 由 郑 - 


ts ， + = . a . 
| Lirtdg, gtdg, Hdt— | zl, gq tos 


决定 。 这 个 差 按 39 和 69 (在 汝 积分 式 子 内 ) 指 数 的 尾 开 式 是 从 一 
般 顷 开 站 的。 这些 项 的 总 和 等 笠 圭 是 8 为 杜 小 值 人 的 必要 条 件 ; 
这 总 和 呼 做 积分 的 第 一 变 耸 〈 通 常 箭 称 为 变 分 ) 。 因 吁 , 最 小 作用 
县 原理 可 以 号 成 PF 


中 但 基 , 汪 蓝 指 出 , 政 样 表述 的 最 小 作用 且 斌 理 对 于 全 部 运动 硝 道 俘 性 求 列 圭 
不 是 任何 时 候 都 基 还 确 的 , 而 只 基 对 于 副 兽 等 一 :个 旦 名 小 的 梧 才 是 正确 的 。 对 于 全 
说 轴 惠 ,和 丙 务 吕 , 了 可 能 共有 权 信 车 未 一 定 朋 模 小 汗 。 但 是 这 -请 : +t 在 洪 导 返 动 放牧 
轩 井 无名 大 尖 洒 ,因为 洗刷 伐 度 用 J 了 橙 亿 条 件 o 

入 一 般 米 训 , 大 为 机 渡 。 


和 适 动 方程 党- 
38 一 引 Llg, 9 有 dt=0， “2, 
或 者 进行 变 分 后 ， | 


民生 gt 8¢)at= 0。 


对 第 二 项 实行 分 部 积分 并 注意 到 34 一 各 64， 我 们 得 到 
,Oh sn, fe/ar dd 
| = og + 营 - 音 呈 Ge 2 ayat=0, {2,5) 
” 恰 册 于 和 荣 件 (2 3) ， 式 中 种 一 项 消失 所 网 , 当 39 取 任 准 什 的 | 
时 候 , 剩 下 的 积分 应 宫 等 于 等 。 这 只 有 在 被 积 分 的 式 子 恒 等 于 避 
的 禧 驶 下 才 是 可 能 的 。 因 此 ,我 俏 得 到 方程 


dah aL 
dt 2 站 好- 


- 当 具 有 皂 个 自由 开 时 在 最 小 作用 量 原理 中 应 该 独 次 地 亚 分 
* 个 不 同 的 稀 数 % 卜 。 显 然 , 这 有 时 我 们 将 得 到 :个 方 各 / 


A 5 -9 人 一 二 人， 8) (2,8) 


这 就 是 要 找 的 柚 郁 方程 , 窑 力 学 尘 它 们 刀 做 入 焰 天 日 方程 叶 。 假 
定 所 答 定 的 力学 体系 的 拉 梯 郎 日 西数 已 句 知 六 , 则 方程 (2,6) 确定 
.加 于 讶 、 连 度 和 坐标 浊 的 关系 ,也 就 是 吝 , 它 是 体系 的 运动 方程 。 
从 数学 观点 来 看 ,方程 (2,6) 想 成 * 个 未 知 范 数 % 人 的 s 个 、 
一 阶 方 程 的 方 御 粗 。 这 个 方程 组 的 普 有 逼 解 包含 2 个 性 意 常数 。 
为 了 决定 这 些 常 数 ， 从 而 完 至 确定 力学 体系 的 运动 ,还 必须 知道 措 
写 体系 在 其 一 区 定时 到 出 状态 的 初始 条 件 ， 例如 知道 所 有 化 标 与 
术 度 的 初 德 。 . 
急 害 力学 体系 由 4 和 加 两 部 分 好 万 ,并 且 每 一 部 分 都 是 封 有 


. 中 在 任 光 关于 决 写 形 旭 (2 入 的 积分 阅 枉 值 的 形式 网 生 的 亚 苍 对 竹中 ， 这 些 浪 
租 时 艇 破 勒 方 织 。 
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的 ,因而 分 如 有 拉 格 站 日 而 数 7， 和 Ls.， 这 时 在 极限 情形 下 , 当 
两 部 分 六 并 得 视 运 ,这 芝 宝 们 之 滑 的 相 据 作用 可 以 恕 赂 不 午时， 
个 体 示 的 挤 樟 朋 日 画 数 赵 贞 和 宰 败 * 
~ a HmL= Li + Lye i 
搞 格 交 EE 和 4 数 的 可 吉 性 本 身 小 明 了 区 伦 一 个 村 和 实 , 即 汉 有 四 末 作 
用 的 让 痢 : 芬 中 的 任 一 部 分 的 运动 方程 不 可 能 包 作 属于 体系 男 计 部 
电 名 ， 将 力 竺 往 杀 的 撤 格 明日 前 数 业 上 一 个 任 党 常数 这 种 作 
法 本 身 寺 椒 反 喘 窑 么 动 廊 程 上 、 从 这 里 好 像 可 以 得 出 很 重要 的 不 
确 滤 尾 , 趟 间 的 拔 站 六 学 体系 的 济 洁 亡 日 负数 可 忆 汪 上 卡 壮 秆 不 同 
的 带 数 。 可 加 以 消除 了 这 种 不 确定 性 , 因 它 只 净 放 对 所 有 有 体 条 
的 扩 衬 前 导 范 数 博 对 琴 上 同一 个 常数 ,而 这 不 过 是 归 生 为 选择 这 
一 物理 量 倒 度 单 位 的 任意 。 在 8 4 中 我 们 还 要 回 到 这 一 条 题 上 
来 、 | 
还 必须 作 以 下 的 一 般 福 的 提示 。 我 们 来 研 究 珊 个 项 数 L(g， 
和 Lg, 9, 0), 两 者 相差 任意 一 个 化 标 与 有 时 阐 的 巩 数 了 (9, 站 
对 时间 的 答 繁 黄 : - 
L(g, qg ;= L(g, ¢， + 了 2- f(g, D)。 {2,8) 
利 图 这 二 个 西数 所 禾 算 由 来 的 积分 (2， 出 关 潍 式 | 
S'= | L(y, 0, Das=|. Lg, GA Jet 和 fig, Ddt= 
=—S+f 9, to) fg, ty 
联系 ,也 就 是 设 , 积 分 S' 生 相 计 六 玉 革 加 项 当 灾 办 作 用 
得 时 ,是 要 消失 的 。 困 此 ,条 件 090 一 0 与 条 件 8S=0 0 一 政 ; 从 而 渗 
二 三 程 的 形式 并 不 改变 . 
吕 ,确定 入 客 央 日 丙 数 的 溢 确 诬 是 得 可 避 加 上 上 时间 和 各 华 标 
的 往 写 汪 六 让 人 交 洲 内 . | 


8 起动 为 各 [第 一 这 1 


§ 3， 期 利 略 相对 性 原理 
为 了 研究 力学 现象 必须 选择 这 个 或 闻 个 计算 系 诡 。 一 般 来 
设 , 在 不 网 计 算 柔 级 里 运动 规律 衣着 不 税 形 式 。 假如 选取 一 个 竹 
意 的 用 算 条 线 , 则 可 能 使 若 至 很 简 军 的 现象 的 规律 在 这 系统 里 看 
起 米 是 很 复杂 的 。 自 然 就 产生 了 各 找 这 样 一 种 许 算 洒 统 的 讲 缠 ， 
在 这 种 计算 系 壤 里 力学 规律 惧 最 得 特 妈 简 曾 。 
对 于 任 稚 一 个 计算 有 系统 来 区 ,空间 砷 不 是 均 与 的 和 各 向 同 性 
的 。 这 就 是 襄 , 印 使 某 一 物体 并 不 与 其 他 物体 相互 作用 ,但 它 在 窒 
网 的 不 同位 置 和 让 的 不 疗 指向 在 力学 意义 上 并 非 等 效 的 。 在 一 般 
情况 下 , 芝 也 适用 于 斐 均 匀 的 时 间 。 印 是 说 ,不 同 的 时 齐 由 不 等 
效 , ;由 于 空 脂 与 时 间 的 这 些 性 质 在 描写 力学 现象 时 所 引起 的 麻 蚜 
是 县 而 易 虽 的。 例如 , 自 申 的 (不 受 外 界 作用 的 ) 物体 不 可 能 静止， 
即使 在 某 一 时 草 物 体 的 速度 等 于 过 , 但 在 下 一 时 剂 物体 就 会 在 某 
一 方向 开始 运动 。 
然而 , 总 可 以 找到 巡 样 的 计算 乘 久 ， 相对 于 泽 来 泥 , 空前 是 均 
勾 的 和 各 向 同性 的 ,而 时 向 也 是 均匀 的 。 这 种 系统 时 做 加 性 深远 ,. 
特别 应 该 注 侍 的 是 : 惯性 系 访 里 ， 三 某 一 时 刘 况 目的 自由 物体 将 永 
远 静 止 ，- 

“关于 在 民居 寻 算 采 统 内 自由 运 汞 着 的 质点 的 撞 格 衣 日 天 娄 的 
形式 , 现在 我 们 可 以 立刻 作出 一 些 炉 谢 。 安 间 和 半 间 的 均匀 性 奏 
明 , 扩 格 朗 日 夯 数 州 不 能 显 合 点 的 向 径 7, 也 不 能 显 合 时 间 ,也 
就 是 哗 工 只 能 是 速度 世 的 画 数 。 由 于 空间 的 各 向 同性 , 拉 烙 贿 晶 
加 不 于 允 与 生 的 为 向 有关， 因此 它 公公 是 流 和 相对 信 
的 面 数 ; 即 速度 平方 0? 一 v2 的 面 数 : - z 

LL + (8,1) … 
册子 所 格 昌 语 数 与 了 和 无关, 我 何 得 到 ” 


他 


L433, 爷 利 哇 银 对 性 信和 了 


- -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 





5 一 
因此 拉 格 户 日 方 穆 有 各 下 形式 站 : 
dg alo 
df 20 7“ 
由 此 ,一 常数 。 但 由 于 5 只 是 速度 企 方 的 两 数 ,从 此 得 出 
J 一 常数 ， (3,2) . 


这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 精 访 : 在 惯性 计算 系统 内 ,一 切 白 由 运 

动 都 以 大 小 和 方向 此 不 改变 的 迷 度 进行 普 。 这 -一 咎 论 构成 了 所 诅 
- 镇 性 定律 的 内 容 

如果 ; 队 了 我 们 已 有 的 惯性 吝 算 系统 点 处 ,我 仙 汪 引信 另 一 系 

名 , 它 相对 于 前 一 条 统 作 匀 当 直 炎 运动 . 划 相 对 丁 这 一 半 柔 统 的 自 

由 运动 的 规律 与 相对 于 前 一 系 竹 的 睛 用 运动 的 规 短 完 估 是 一 样 

的 ， Oe 全 副 仍 将 等 还 上 度 提 进行， 

日 是 , 沈 歌 证 此; 不 仅 自 由 运动 的 规律 在 这 此 未 纪 里 基 一 样 

i gj 所 在 力学 的 所 有 其 他 广 芹 包 是 党 全 给 效 的 ， 因 此 ,着 在 和 荷 不 

革 一 个 , 搬 是 无 穷 多 个 机 在 搬 相 对 作 着 与 汪 划 本 过 动 的 惯性 计 簿 . 

系统 ， 在 所 有 这 些 系 蒜 内 ,空间 与 时 间 的 徘 损 是 一 样 的 ,全 部 力学 


”规律 也 是 一 样 的 。 这 一 容 浙 构 度 了 力学 最 重要 的 原理 之 -一 一 所 
诸 傣 利 略 租 对 性 原理 的 内 和 容 . 


上 面 所 讲 到 的 一 其 都 十 分 明 昆 地 证 明了 异性 旭 算 柔 移 性 导 的 . 
特别 ，、 由 于 这 些 履 质 的 关 条 ,在 研究 力学 现象 时 ,照例 应 该 条 用 这 
些 系 夭 ， 以 后 ,在 没有 圣 别 作 相 反 的 南明 时 ,我 全 和 将 仅 公 研究 慢性 
计算 系统 。 

所 有 无 限 多 个 这 种 系统 的 力学 完全 等 效 性 间 时 改 明 ， 并 不 存 


时 这 加 攻 人 寻 册 届 的 黎 商 所 措 的 基 这 桩 的 和 同性, 它 徇 计时 繁 汪 皇 而 仁 村 涪 席 最 和 
起 谢 [导入 南 ， 


8 . 二 动 方 程 [如 一 : 率 ] 


在 任 全 一 个 比 其 他 系 六 更 优越 的 :在 对 "计算 系 义 。 
蚊 有 两 个 未 同 的 前 答 系 航 瑟 和 开 ' 其 中 百 ' 相 对 于 下 以 速度 
运 玛 , 则 一 ' 监 点 在 系 纯 五 入 ' 里 的 坐标 ?和 得?' 相 上 撕 之 痪 由 关 . 
= . ,号 各 
联系 着 。 在 这 里 我 仁 训 为 了 时 因 进 程 在 二 个 计算 系统 旦 是 一 : 样 的 ， 
艺 | . 
$=# , | {3,4) 
关于 时 间 亲 对 性 的 必定 是 坡 典 力 节 概 念 的 于 应 9 。 
公式 ,81 ，(3, 作 星人 微 钵 利 早 变 换 。 佑 利 略 相对 性 诛 带 可 下 
完 义 居 要 求 力 学 运 埃 方 者 相对 于 这 一 变换 不 变 。 


和 自由 质点 的 朱 格 其 日 图 数 
在 确定 拉 阁 设 日 图 数 的 形式 到 前 ,我 们 普 党 看 一 下 最 简 审 的 
千 吏 -一 一 质点 相对 于 惯性 计算 条 就 的 自由 运动 。 我 们 不 上面 已 名 
” 轩 到 ;在 这 各 情况 下 的 入 格 裔 日 次 数 只 可 能 与 速度 向 量 的 半 方 有 
美 。 我 们 利用 侯 利 栈 相 对 性 原理 染 考 宗 下 页 数 关 驼 的 形式 ， 如 果 
惯性 计算 系 综 下 以 无 限 小 的 法 天 相对 民 性 系统 瑟 ' 运动 ,如 
多 ' 二 做 革 8 、 因 为 运动 方 程 在 所 有 计算 系 入 里 应 该 有 同样 的 形式 ， 
所 以 径 过 这 样 的 交换 , 拉 格 明日 而 数 (4 应 该 变 为 两 数 工 如。 
果 后 者 不 同 下 (x2), 最 多 也 只 能 如 着 一 个 华 标 与 时 间 的 两 数 的 
双 微 南 ( 几 $2 术 }。 - 
于 是 ， 我们 有 
一 了 (2 人 十 人 有 二 22 
和 
得 到 ，_ 
这 个 民企 在 绢 对 安放 沙 骨 是 水 对 的 。 


[3 贞 由 发 上 的 近 烙 天 日 画 数 9 


2 228 。 
”等 式 右 方 的 第 二 项 只 有 在 它 终 竹 地 估 邦 于 述 庆 证 的 渗 沈 下 才 是 时 


峭 的 全 徽 背 。 因 此 -5 革 与 一 度 无 关 , 也 就 是 说 ,在 所 研究 的 情况 


下 ,入 略 诅 日 两 数 刁 深度 从 太 成 正比 : 


五 一 和 0 。 


了 = L(V) 十- 





当 浊 行囊 度 的 无 限 小 的 变换 时 ,上 上 相 灌 式 鬼 扩 格 关上 西数 入 
足 徊 和 了 略 祖 对 性 原理 , 从 此 可 以 直接 得 用 烙 洽 : 在 计 算 芭 镶 天 上 
有 了 跟 染 度 了 由 对 于 下 ' 运动 的 铺 . 关 下 , 拉 格 妆 有 函数 不 变 。 实际 
上 上, | 


Doan=aggti+ Fa ri ta 


或 潜 Dh (arV ta 、 2 V #4. 


第 二 项 是 不 微 坎 ,内 此 可 入 类 持 。 -5 ) 
常数 4 一 副 用 mm:2 兴 克 示 , 所 以 自由 运动 着 的 质点 的 持 格 归 
日 责 数 县 后 从 成 


< 
- Th 。 
五 一 2 (1) 


-县 mm 寻 像 质点 的 禾 硬 。 由 于 撤 烙 留 日 丙 数 的 可 加 性 ,对 巴 汕 有 相 
筷 作 用 的 疾 虚 拷 租 戌 的 体系 ,我 们 有 多 
= i 2) 


岂 该 统 涡 天才 ,共有 准 嵌 镜 这 一 性 实时 ,所 兴 的 质量 定义 地 有 
实在 的 意义 。 在 52 中 全 经 指出 ， 范 答 什么 时 收 都 可 以 对 近乎 关 

“是 画 数 乘 凡 性 登 常数 ， 这样 作 并 不 在 运动 方程 上 反映 由 来 。 对 于 . 
丽 数 (4,2) 这 祥 汪 就 相当 子 眉 量 防 度 单位 的 改变 。 但 是 , 当 界 位 改 


二 ”我 情 将 荆 近 了 字母 素 悬 盘 机 的 儿 个 学 疆 伦 为 千 蜗 点 简 吕 的 手数 ,村 输 全 标 葬 
号 病 指 数 用 池 考 iy hy | 





ID 扰动 方 各 [项 - 识 


变 时 ， 不 向 粒 子 的 质量 闫 的 比 侧 关系 关 不 改 计 ， 志 正 内 为 因此, 往 
子 的 质量 才 具 有 实在 的 物理 意义 . 

很 容易 看 出 ,质量 不 可 能 是 名 的 。 究 涪 1 . 福 失 最小 作用 最 大 
理 , 对 于 质点 从 空间 的 点 了 到 点 2 的 鞭 实 返 动 ,积食 “ 


S=| .a 
置 有 宜 小 值 。 根 吧 尹 点 首先 沿 闭 轨道 很 快 离开 点 1, 然后 很 快 地 
靠近 点 2, 如 果 衣 质量 是 负 的 , 剧 对 于 这 样 的 所 省 ,作用 最 积分 可 
取 级 对 值 任 章 大 的 负 合 ,也 就 是 现 不 可 能 有 标 小 优 正 。 
值得 指出 ， | 


a_ /dy z ee 
wi) 


因此 ,为 了 写 出 拉 格 船 日 放 数 ,在 相应 的 华 标 系 里 吉 到 弧 元 长度 的 
平方 就 足够 了 。 
例如 ,在 第 卡 条 坐标 中 以 一 dw? 十 dy*+d2, 因此 





, : : = 二 (4,4. 
在 题 柱 坐 标 牢 入 =dr? 填 rg? 了 gd ， 册 时 
也 二 2 二 。 dB: 
在 奈 形 集 标 中 d=dr?+ dy ainsi: ， 许 
= 全 二 PHP + ragin ge) , {4,8} 


$5， 恬 点 条 的 拉 格 前 日 阔 数 
现在 我 们 来 研究 不 与 任何 外 界 物体 作用 ,而 只 互相 作用 的 览 - 
点 体系 。 这 样 的 体系 叫做 封 基 又 。 研究 发 更， 鞍 没 有 相互 作用 的 


只 三 萍 8 页 注解 下 中 押 作 的 收购 着 不 二审 这 一 精 猎 。 困 为 当 加 -0 了 时， 下 请 对 、 
开胃 道 区 时 积劳 者 丰 可 能 有 要 小 信 : 


[9 51 寅 丰采 的 控 洛 关上 西数 1 


性 点 杀 :的 控 烙 凶 日 是 数 ， 4, 3) 加 进 一 定 的 (与 相让 作 F 用 的 性 里 有 有关 
的 , 举 标 的 师 数 卫 可 以 描写 轰 永 章 的 相左 作弄， 着用 习 来 表示 这 
一 举 标 量 数 ,我 们 可 生出 

D5- Ur., , iB,1) 


(1, 是 第 个 懂 到 的 向 征 ) 这 就 是 圭 央 系 的 梳 格 明和 匡 库 数 的 一 般 
形式 、 
了 数 也 叫做 质点 系 的 位 能 , 面 
rm ww 泊 ba 和 3 


下 了 做 动能 。 这 些 名 称 的 意义 将 在 86 中 解 桂 、 

位 和 能 仅仅 与 所 有 各 贤 点 在 同一 时 戎 的 从 布 让 天 这 -于 演 豆 
胃 . 屁 个 中 一 个 晓 点 位 置 的 改变 立 荐 就 反映 在 所 有 其 他 等 点 上 ,所 
以 让 以 语 , 相互 作 用 瞬时 - 傅 揪 2、 在 经 典 方 学 里 相左 作弄 的 这 种 
作 守 是 不 可 以 菏 的 ;这 点 与 楼 典 力学 的 菇 本 前 提 一 有 时 册 的 针对 
了 年 和 杉 利 略 原理 :有 和 若 密 荆 的 联系 ， 如 果 征 相互 作用 的 俏 插 不 是 瞬 
时 的 ， 但 就 是 说 以 有 限 速 度 博 播 的 医 , 则 这 全 下 度 在 不 周 的 ( 相 王 
相对 运动 着 的 ) 放 算 系 统 里 是 不 周 的 ,内 为 肝 开 的 绝对 性 百 然 醒 然 
屯 就 意味 着 可 以 把 通常 的 速度 可 加 法 期 适用 丑 一: 切 现 和 介 、 然 刨 ， 
这 样 一 率 ,、 有 相 碧 作用 的 物体 的 运动 规律 雁 不 同 的 (异性 1 系 往 时 
就 糙 丰 一样 了 ,而 让 是 这 到 得 对 性 诛 理 的 : 

在 83 明 我 个 只 襄 了 有 时 甩 隐 均匀 怪 ，、 控 格 隔 日 丙 数 6 了 的 
形式 表明 ， 时 划 不 仅 是 沟 邹 的 ， 而 由 基 者 向 三 和 性 和 的 ,也 恋 尽 瑶 , 它 的 
性 质 在 两 个 方向 上 都 是 --- 样 的 ， 事 实 上, 以 一 i 代 换 上 并 不 改变 
扩 格 阳 旧 本 数 , 因 此 运动 方程 式 也 韦 疏 变 、 换 但 话 褒 ,假如 在 系 航 
蛙 有 类 第 运动 是 可 能 的 ， 期 相反 攀 直 动 . 序 六 相反 程 扩 丢 这 同 寿 这 


他 这 一 前 点 种 于 本 硒 所 叙 汪 的 手 各 (水柱 对 纵 性 ) 力学 范 婴 。 


了 9 , 迁 动 方程 加 i “六 1 





Or 


由 状 志 的 运动 也 肯定 是 可 能 的 。 就 这 个 意义 而 痛 , 按照 地 奥 力学 


记 律 进行 的 一 切 运动 都 是 可 得 的 。 
知道 了 拉 几 当归 而 数 ;我 们 就 可 以 写 出 运动 方程 式 
da aL _aL 人 


人 DB 








将 司 , 必 代 大 此 式 , 得 到 上 
全 人 _ -Ci (6 ,3 


这 种 形式 的 运动 方程 时 牛顿 方程 , 它 是 猿 写 有 相 再 作用 的 质点 系 
2 的 总 昌 。 方程 式 估 ,9 右 大 的 赔 旦 


也 = 一 -入 (5,4) 


是 做 作用 在 第 & 个 懈 点 上 的 力 。 宅 与 0 一 样 上 只 优 荫 于 益 部 锤子 的 
党 标 , 而 和 它们 的 速度 无 尖 。 因 此 ,方程式 (5,3) 表明 粒子 的 加 速 
朗 向 量 只 是 华 标 的 丽 数 。 

的 定位 能 这 个 量 的 准确 度 是 到 可 以 加 上 任意 蜗 数 , 加 上 任意 
常数 并 不 改 灾 运动 方程 式 (这 是 在 $2 末 所 讲 的 控 格 其 日 画 数 多 
传 呈 的 特殊 畏 况 ) 。 这 个 常数 最 自然 的 和 一 般 通 用 的 选择 办 法 是 
使 得 当 增 天 质点 抽 的 距 资 时 位 能 丰 向 于 辟 。 

” 稻 果 用 于 找 屿 运 珊 的 不 是 持 点 的 笛 卡 尔 淮 标 ij 是 任意 广 文 
出 标 gi 用 为 了 得 到 久 阁 角 目 丽 数 必须 进行 相 记 的 变 光 


和 “= 守 2 7 等 等 。 
将 这 些 事 示 式 代 太 画 数 
L=3 Em ( 训 二 这 2 一 UD; 
我 们 得 独 如 -下 形式 的 所 要 求 的 拉 格 朗 日 三 数 : 
Lan UD, 她 加 





其中 ew 只 是 开标 的 而 数 。 在 广义 坐标 里 动 甬 仍然 是 速度 的 一 次 


由 二 


T§ #7 仿 点 深 的 控 格 瑚 县 醉 数 1 从 





狂 数 ,但 守 也 可 能 使 辐 于 坐标 。 

到 昌 前 为 止息 们 只 如 了 封装 稚 。 现 在 我 回 素 下-- 埋 与 巡 - 一 红 
洒 溃 相互 作用 的 非 封 闭 孙 4, 识 体系 了 的 适 动 是 已 知 的。 在 这 程 清 
沈 下 我 科 就 诉 ， 采 靳 4 在 著 定 的 (有 租 B 所 造成 的 ) 外 场 内 运动 。 
由 于 活动 方程 式 是 从 最 小 作用 咎 原理 ,用 对 你 个 华 标 * 创 拱 其 会 的 
举 标 否 作 好 像 是 蔬 知 的 ) 独 耻 实 分 的 办 法 茸 出 的 , 斌 以 我 们 可 有 以 利 
轩 束 个 体 勾 4 十 8 的 拉 格 其 日 古 数 工 来 开 得 体系 和 的 拉 桔 裔 日 遇 
徐工, 面 把 茂 中 的 坐标 gs 用 已 知 的 时 胆 丽 数 素 代打 旺 ， 

假定 体系 4 浅 B 是 封 阴 的 , 剧 有 

2 = (gs Ta) + Tsp gn) Ug ’ qa) 
训 过 磺 足 体 淆 4 和 8B 的 动能 ,而 第 三 贰 是 它们 联合 的 位 能 。 以 已 
知 的 时 闻 出 数 代 灯 4， 并 去 控 只 与 寺 提 有 关 ( 伏 而 它 是 另外 某 一 
时 六 国 烤 的 圣人 艇 东 ) 的 项 T(qs0 ， Ya ,得 到 
Li= Tgat oq — Ua dnt)., 

日 览 富 异体 系 窒 外 场 中 玖 运动 出 一 般 类 型 的 拉 格 朋 HH 而 数 
白 福 写 ,六 同 点 仅仅 在 于 型 在 的 位 龙 可 能 直接 依 屯 于 时 尊 。 

罗 此 ,在 外 沪 中 运 弄 的 贤 点 的 控 格 所 日 男 铬 的 普 表 形式 嘛 

LU, (5,6) 





逝 运 动 太 哥 式 是 | 
全 个 一 一 a0 [5,7 


如果 在 吉 内 所 有 省 点 ,一 个 粒子 部 受到 同 群 的 作 岂 为 五 , 那 末 
这 样 的 游 叶 做 均匀 场 。 很 明显 ,在 这 黎 场 里 的 位 能 等 二 
. U= ~ A n> | [5 ;3) 
在 各 康永 节 肝 ,我 们 对 芝 烙 放 日 万 程式 在 各 共 只 你 器 题 工 的 
运 因 你 各 下 的 说 明 。 经 常 不 得 不 辜 到 这 痒 的 力学 体系 ， 在 这 些 体 


已 。 四 汐 停 肥 卫 的 运 涝 是 已 知 的 一 尖 省 注 


忆 











了 过 汤 动 态 莘 : | 





采 音 物体 师 (优点 阐 ) 的 相互 作用 有 所 组 “车 东 "的 性 闭 , 邵 具有 限 
制 物体 相 寻 位 莹 的 性 质 。 实 际 上 这 种 焊 束 是 通过 系 他 物体 的 各 种 
样 、 线 、 钱 链 等 来 实现 的 。 这 一 状况 输 运 动 右 来 了 新 的 因素 , 印 他 


随 着 物体 的 运动 , 在 它 傅 相 下 捷 触 的 地 方 有 说 振 、 由 于 这 个 原 


因 , 一 般 米 褒 ， 滑 是 就 超出 了 如 秩 力学 的 范围 ( 见 25) ， 但 是 在 
很 名 畏 况 下 体系 的 新 擦 是 很 弱 的 , 以 到 可 以 完 公 忽 财 宇 对 运动 的 
影响 。 个 如 再 能 外 体系 的 :联系 内 ”的 时 呈 , 央 联系 多 的 作用 就 和 


哩 归 精 为 焉 少 体 对 的 自由 度数 * (比较 8 允 个 自由 度 而 车) 。 在 这 

种 情况 下 , 为 了 确定 运动 双 可 以 利用 如, 56) 形式 的 梓 格 朗 目 画 数 ， 

它 的 独立 )” 义 华 克 的 数目 等 于 实际 的 自由 度数 目 日 。 、 
慷 ” 炎 


由 


乱 求 下 列 各 种 体 双 位于 均匀 重力 场 《重力 加 速 紫 为 9 起 的 衬托 拔 日 师 


数 。 
1， 注 面 灾 摊 ( 辜 12。 


p14 和 2 取 作 些 标 。 这 时 对 于 质点 mm 我 们 有 
全 . 
让 = 到 四 
= — mg Os 4 

为 了 求 得 第 二 个 质点 的 动 亡 , 我 们 用 负 9 和 各 
末 玫 示 它 的 乱 卡 尔 吾 标 zzy wa (化 标的 原点 在 县 
虚 ; 吉 # 福 陵 酝 志向 向 下 ) : 

Kgl Sin grila Hinme 1 Ons gr ly OF pes 
这 祥 ; 我 们 得 到 : 

1 =) = ER 0 + la eos (pr — pa) his] 


” 最 后 可 神 到 








钊 ”这 旦 作 几 所 措 的 " 蔓 率 > 是 搞 所 并 -% 杰 和 构 素 "( 昱 见 533) 一 法 者 持 。 


解 : 将 钱 六 和 ?3 与 区 正方 向 之 阳 所 成 的 角 


FS 区 导语 条 的 流 容 戎 日 画 数 后 


六 一 3 由 3 十 出 31 cos py 一 和 二 
十 nn Fi a tor Pe R20 E03 Pa = 
2. 里 最 为 os 的 平面 换 , 它 的 最 点 (次 最 9 可 以 深水 手 查 扣 运 动 ,加 
2)e 
艇 ;了 人 人 质点 宙 ) 的 毕 标 2 各 找 的 让 与 职 并 态 向 之 赔 的 美 髓 4 可 得 到 


了 一 - 加 2 二 2 区 于 cog, 


3 人 这 各, 它 的 有 宁 点 有 以 下 各 种 展台 
站 于 7 了 运动 ! 国 届 ; 


二 
je 


局 





(6) 流 cow 7 的 场 律 在 水 下 方向 振动 ; 
(3 ) 按 a eon 区 的 规律 在 哇 雷 方向 振动 ， 
钥 : ， 和 太 的 要 村 为 
A Tsing Yn yt 
拉 格 闻 且 涪 效 


i 
Er or ye i er py 


在 这 里 没有 写 入 只 依 强 地 时间 的 请 项 ;并 去 挤 了 maly eos fp 一 ?70 对 时 并 的 从 . 
ES 证 到 挤 
《50) 轩 点 大 的 尝 款 为 

人 ES 


朱 欠 站 日 区 让 (在 二 把 合身 南 以 同 ) 


Ee 扰动 方程 [第 一 章 1 i 


L= Pa 03 yt sin Hg Guy 用， 


(#8) 河 样 ， 


41 
= 0 十 机 E04 中。 


4. 在 团 4 上 所 政 示 的 体 汉 ,去 点 mm 济 蜂 这 方向 的 加 运 磺 ， 而 整个 体 双 
以 不 变 的 角速度 0 顽 匮 轴 转 动 。 

`” 项: 2 4 与 紧 直 方向 之 间 的 夹 角 为 .9， 蒜 个 体系 两 编辑 动 轴 的 转角 
为 8; P= 一 -个 置 点 wi 的 生物 元 a = dg os sina bq 。 转 点 7 到 
吃 闵 4 的 拉克 和 2qrcos 68， 因此 U2 一 一 2a sin 98 。 拉 格 裔 惠 羡 数 


-LL=m0 sin 8) + 2rmam? sin3 1B2 + 290 m1 ma ns 有 





i | ts 


内 需 这 。。 吴 剖 


跌 


第 二 章 “守恒 定律 


6、 能 长 
发 体系 运动 时 , 决定 体系 状态 的 28 个 其 gi 和 有 1 9 E12， 
1 )) 隐 时 得 曾 杰 化。 但 是 却 有 这 毕 量 的 某 此 而 在 运 动 时 家 仙 


供 千 着 总 坡 籽 于 起 始 条 件 的 恒定 什 。 这 种 黄 数 时 做 运动 积分 。 
对 8 个 拘 由 度 的 封 阴 力 学 体系 来 改 , 狂 站 的 运动 积分 数目 等 
于 28 一 1 ， 由 下 面 的 一 些 简 军 的 思考 就 能 明了 泛 个 泣 题 。 汉 动 方 
程 的 一 般 解 包 舍 23 个 任意 常数 ( 见 第 生 黄 }。 由 于 封闭 系 的 运动 
万 程 状 不 显 合 对 疝 , 所 以 呈 间 于 算 起 点 的 选择 便 完 全 是 他 意 的 , 玉 
是 站 能 反方 可 的 外 某 - 作 间 灶 进 记 不 区 时 介面 检 化 的 可 加 人 


数 环 的 形式 ， 从 28 个 页 数 


m= ts Cy Dar C1) 

gt: h 和 1 
中 涂 去 证 为 ， 我 们 把 33 一 4 个 任意 常数 05， 人 ，…，Co-: 者 未 
成 9 和 的 画 数 ,这 些 夯 数 虹 就 是 运动 积分 。 

但 远 非 所 有 的 运动 积 共 部会 在 力学 中 同样 起 重要 的 作用 。 运 
动 积 稻 中 痊 一 些 积分 , 它 侦 的 不 变性 有 有 着 很 党 开 的 栋 尖 ,这些 祖 谣 
是 与 党 央 和 时 出 的 一 些 夫 本 性 览 一 一 寂 们 约 均 习性 注 和 兴 问 同和 性- 
一 一 相 联 系 铭 的， 所 有 这 宇 - 般 所 户 的 守恒 量 部 其 有 和 音 变 交 普 刘 
的 可 加 性 , 序 对 订 出 儿 部 分 秀成 而 作 部 分 之 半 的 作用 有 又 哥 忽 赂 的 


”体系 , 宅 们 的 全 和 仁 于 各 组 成 部 分 的 竺 过 和 。 


J 基 襄 了 如 加 要 : 研 于 相 庆 的 时 站 和 转世 章 要 的 力 “下 作 用 名 璧 Ei 
谣 , 假 苯 有 两 物 体 存 其 由 村 间 内 相互 作用 , 猎 熟 无 识 是 作用 前 或 作 


[7 ) 
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用 后 , 音 个 体 条 的 第 个 可 加 积分 都 等 于 两 个 物体 坚 独 存在 时 它 但 
的 做 之 利 ， 慰 么 ,如 果 已 前 知道 在 作用 前 览 体 的 状态 ， 这 些 量 的 守恒 
定律 立即 使 我 们 有 可 能 闯 作 一 系列 关于 作用 后 物体 状态 的 亲 深 。 z 
-我 位 人 队 由 于 时 溯 的 雹 甸 性 而 产生 的 守恒 定律 来 开始 法 壕 。 
由 于 时 胰 的 均匀 性 , 封 散 系 的 拉客 朗 日 画 数 不 交接 恢 有 环 于 寺 
OE A STN 


和 


(和 如 果 工 直接 信 般 于 时 阳 ， 的 边 还 须 加 一 项 
坪 拉 格 明 日 方程 把 微 商 机 顽 为 总 红 ， 芭 得到 


”从 这 里 可 以 看 出 ， z 
z Yo 一 工党 数 | (8,1) 


在 封 随 系 运 涝 时 是 不 改变 的 ， ,也 就 是 澡 , 这 个 量 是 体 条 的 一 个 运动 
积分 。 这 个 量 称 为 体系 的 能 量 。 能 到 是 按 (6,1) 通过 拉 格 裔 日 丁 
至 弦 性 才 示 的 ,由 近 格 饥 哩 丙 数 的 可 加 性 训 直 接 得 出 能 其 可 加 性 
的 粘 渝 。 | . z 
能 年 守 恒定 律 不 仅 对 于 封 附 系 是 正确 的 ,而 且 对 于 处 在 不 克 
《也 就 是 静 不 依 顿 于 时 间 ) 的 外 场 之 中 的 体 条 也 十 正确 的 , 内 在 上 
述 推导 中 , 唯一 利用 过 的 拉 格 痕 日 面 数 的 转 性 一 一 不 将 楼 焦 闵 于 
时 间 一 一 在 这 种 情况 下 也 存在 。 能 最 守恒 的 力学 体系 有 时 称 为 保 
守 系 。 

我们 在 8 5 中 已 肖 到 , 封 半 条 (或 处 在 不 变声 中 的 体系 ) 的 扫 


Ci 中 时 z 于 


一 





入 四 上 有 如 

=T(g, PD ~U 9), 
起 时 下 是 人 对 这 个 季 格 般 剖 高 数 运 用 齐 次 丁 数 的 
欧 勒 定理 ,可 得 到 


ET oar " oF 
四 一 ” 一 一 一 一 一 2 | 
部 agi >% Bq 


把 这 个 值 代入 (6, 了 式 , 我 从 求 得 


如 = 全 人， 4) +U(Y), [62 
在 稍 本 条 坐 标 中 
B= +tU rs, Fa '-}, {可 


由 此 可 见 , 体 系 的 能 量 可 以 表示 成 两 个 本 发 不 同 的 项 , 序 依 屯 于 玉 
诬 的 动能 和 仅 依 束 于 粒子 华 标 的 位 能 之 和 


了 7 了， 冲 量 
另 一 个 竺 恒定 律 是 由 于 宛 剧 的 均 色 性 而 产生 的 . 
里 于 空间 的 均 与 性 , 当 封 角 系 作为 一 个 整体 在 空间 吾 行 移 洲 
上 时， ' 攻 的 方 学 性 质 示 变 。 依 此 我 傅 来 研究 -个 无 穷 小 的 移动 & 持 - 

琉 求 拉 格 期 日 历数 不 变 。 

手 行 移动 访 昧 着 体 系 所 有 的 点 移动 同样 长 的 粮 肢 ， 也 就 是 往 
它们 的 向 径 ?o> 十 6 。 在 可 度 不 变 的 情 锅 下 , 由 举 标 的 无 和 小 
的 改变 而 济 起 的 画 数 二 的 改变 是 


SL ,2 
3 一 pe 3 


所 有 半点 家 而 ”四 于 是 放 的， 负 凡 要 二 37 
就 箭 当 于 要 求 
2 0, 0 
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由 于 拉 格 关 方程 (5,2 ,我 们 由 此 式 得 到 
0 


站 Ee dr 2 t, 
于 是 我 们 得 出 精 玛 ,在 封 顷 力学 体 杀 中 向 量 


P=-3 99 


在 运动 时 是 不 变 的 。 向 量 已 称 为 体系 的 冲 量 @ 。 对 近 格 盘 日 醒 数 
(5, 了 ) 微 女 可 得 ,部 节 用 质点 的 洒 度 以 下 面 的 形式 表示 : 
Po Bmtso 3 
冲 量 的 可 加 性 是 很 明显 的 。 此 外 .与 能 量 不 同 ,体系 的 计量 等 
于 各 哩 个 质点 冲 基 


,= to 
之 和 是 与 实 点 图 的 相互 作用 是 否 可 以 忽 效 无 关 的 。 
“ 冲 基 向 量 的 所 有 三 个 分 最 的 守恒 定律 仅 在 无 外 场 的 情况 下 才 
成 站。 但 是 , 当 和 外场 存 在 时 , 洪 声 中 位 能 不 依 禹 子 某 一 个 簿 卡尔 华 
标 , 冲 量 的 哩 个 分 量 仍然 是 可 以 守恒 的 。 很 明显, 在 沿 着 该 坐标 轴 


”移动 时 ,体系 的 力学 性 等 是 不 变 的 ， 用 同样 右 法 我 们 得 到 , 冲 最 在 


这 轴 上 的 接 影 是 洁 恒 的 。 恬 如 说 ， 在 和 * 轴 有 根 园 方 向 的 均 纪 声 
-市 全 量 沿 二 畏 和 4 珊 的 分 是 是 秆 恒 的 ， 
作为 出 发 点 的 等 式 (7,1) 木 身 具 有 蚤 界 的 物理 意义 。 徽 商 
和 -中 是 作用 在 o 质 点 上 的 力 柚 。 这 样 , 等 式 (7, 轿 诗意 
只 并 作 用 在 基 用 系 入 内 所 有 壮 点 上 风力 之 和 短 于 需 : 
A 7) 
将 别 是 ， i 机 十 瑟 =0, 序 第 二 起 点 
作用 于 第 一 质点 的 力 与 第 一 导 点 作用 于 第 一 质点 的 力 数量 相等 ， 
得 方 向 相 反 。 这 个 结 渝 以 作用 与 反作用 相等 之 定律 的 名 称 闭 名 。 
人 四 ” 肯 的 名 称 是 动量 : 


+ E 加 狂 趾 必 2 





果 返 动 由 } 义 漠 标 ， 9 水 扩 逻 ， 那么 ， 拉 格 明日 画 数 对 广 区 
过 大 的 全 


名 (7 
aq 
称 为 广义 冲 量 , 丽 对 广 吕 毕 本 ;的 向 两 
OL 
Fg (7,6) 
称 为 广 义 力 。3 运用 法 些 符 血 ， 拉 格 斋 日 方程 具有 如 下 形式 : 
Di 二 A {7 7 


在 笛 - 栗 尔 吝 标 中 三 六 放量 与 二 问 晤 De 的 分 旱 般 全 | 一 毅 情 关 
“上 其 入 是 广义 速度 gf 的 弹性 齐 赤 出 数 , 于 且 决 不 问 8 化 为 丑 量 各 束 
度 的 妥 秩 ， 


z 入 题 、 
贰 最 为 wm， 以 速 底 9 运动 的 净 点 从 实 点 的 位 能 等 于 常量 z5 的 中 空间 
悼 物色 位 能 竺 于 常量 ps 的 另 一 中 实 隐 。 求 儒 点 运动 方向 的 改变 。 
解 ; 位 能 不 依 奈 于 平行 于 二 个 侍 室 肝 分 界面 的 轴 的 坐标 。 因 此 质点 冲 
导 在 这 个 平面 上 的 捞 影 是 守恒 抽 。 用 81 和 93 下 示 界 面 法 线 与 里 点 粕 修 前 后 
全 速度 同和 也 的 夹 入, 我 们 得 撞 sin 91=vy sin 8y。 入 关 的 关系 ,由 
能 晤 守恒 定律 输出 , 炎 果 求 得 


SIn Py _ 7 
.Sin py A lh 【3 一 Ua) 5 





SS， 惯性 中 心 
导 图 方 学 体系 的 溃 最 相 村 子 椒 间 的 ( 侧 性 ) 计 算 系 统 有 不 向 的 
依 。 妇 昌 诗人 自 系统 五 ， 这 江上 度 了 相对 于 计算 采 入 诺 运 动 ， 那么 运动 
” 注 药 特点 相对 于 这 两 个 骤 禾 的 速度 ta 和 0 以 关系 式 纪 一 才 寺 下 
让 积案。 此 在 这 两 人 条 铬 中 ， 溃 量 的 值 也 和 P7 的 关系 由 公式 


Pe Smow, 空 “ Zo Ta 


P=P'+ Vo 、 (8,1) 


闪电 值得 注 波 的 是 ,总 存在 着 这 样 的 前 算 条 笠 下， 在 其 中 总 
冲 量 变 为 雳 。 使 (8, 站 中 如 一 0, 冰 得 这 个 知 算 系 装 的 连 庆 等 于 


P= Pp 二 Te (8,2) 


如 果 力 学 体系 的 总 训 量 等 于 零 , 那 么 就 说 这 体系 对 妇 应 的 计 
自 系 续 是 前 目的 。 这 是 单个 质点 况 止 的 概念 的 很 自然 的 推广。 相 


应 地 ,到 式 (8, 久 所 答 出 的 如 度 了 共有 冲 最 不 等 上 汰 的 “体系 总体 、 
运动 的 违 虞 的 意义 。 由 此 可 拖 , 症 量 守 恒定 律 使 我 们 有 可 能 很 自 - 


然 地 定 出 力学 体系 整体 的 表 止 和 玉 度 的 概念 

翁 式 (8,2) 指 出 , 体系 整体 的 种 量 了 与 沫 度 y 项 的 联系 癌 一 
个 质量 等 于 体系 中 所 有 质点 辟 量 之 和 一 了 ?0 的 贺卡 一 样 。 这 
种 情况 可 以 简明 地 表述 为 蜗 量 的 可 加 性 的 匠 昔 。 

3 二 Ge， 2 的 右边 证 以 雪 示 成 


下 二 之 DE | -8， 3) 


TE 
对 时 和 间 的 仅 微 商 。 可 以 说 ， 体系 整体 的 速度 是 向 秽 直 (8， 3 所 答 出 
的 点 在 空间 移动 的 述 度 。 这 个 点 称 为 体系 的 惯 竹 中 心 . 

” 封 阴 系 的 济 量 守恒 定律 可 以 简 旭 为 下 面 的 认 期 : 体系 的 惯性 
中 心 作 等 速 直线 运动 。 这 就 是 请 竹 定 律 的 推广 , 在 53 中 我 们 介 
对 一 个 自由 质点 推导 出 这 个 定律 ,一 个 质点 的 惯性 中 心 与 它 本 身 
重合 。 z z 


昨 放 小 的 帮 算 条 未 。 这 笠 识 不 必 现 察 大 关 紧要 的 体系 整体 的 等 
看 楼 示 动 。 


“在 醋 罕 封 阴 肥 的 力学 性 贤 时 ， 当然 利用 力学 体系 的 异性 中 必 。 


全 


全 


fg 的 3 og 


一 一 一 


站 力学 体系 整体 的 能 量 通 上 必 称 为 体 条 的 内 能 Ebn 。 内 能 包 
括 续 点 在 体系 中 的 各 对 运动 的 动能 策 点 之 丽 相互 作用 的 位 能 。 
吏 体 以 迷 讶 下 运动 的 体 季 的 总 能 其 可 以 过 成 
E=. 2 4 Ei 8.4) - 


虽然 中 公式 本 身 于 苍 胃 最 ， 以 全 过 电灯 让 楼 红 时 上 
放学 林 东 社交 个 计算 系 缮 玉 利 天 :中 的 能 莫 刀 竹本 由 内 下 
并 杀 联系 : 
tc 十 可 一 Ep {otF?+U -= 


= 2 -4HY Bmp tT ee FU 


入 
B=EHYP+S—。 (8,8) 


区 一 个 计算 系 航 埋 到 另 一 个 如 算 涵 统 时 ,这 个 公式 决定 能 量 

换 规律 , 下 像 公 式 (8, 汪 输 出 齐 基 的 变换 规律 一 拌 。 吉 果 在 宁 
其 ' 中 竹中 心静 由 油 么 一 0 Bpn, 于 是 我 们 又 得 到 了 有 公 
式 (8,4)， 


49。 冲 基 答 

现在 我 们 内 推导 折 于 空间 的 各 向 同性 而 产生 的 守恒 定律 

空 潭 各 向 同性 就 意味 洲 , 当 封闭 体系 整体 在 实 册 任意 转动 时 ， 
该 体系 的 力学 性 质 不 变 。 与 此 树 应 , 我 后来 研究 体系 的 一 个 无 穷 
小 的 转 茅 ,并 村 求 它 的 拉 烙 船 日 页 数 在 这 情况 下 不 变 。 

3 外 无 穹 小 起 动向 量 839, 其 息 对 值 等 于 粮 动 角 58 ,而 方向 与 
幅 动 籼 答 合 :而 且 相 对 于 89 的 方向 而 这 ,转动 的 方向 应 符合 螺旋 
法 期 )。 


234 . -等 松 ; 宝 德 [ 昔 一 罕 ] 


首先 ,我 个 找 出 当 这 种 管 动 时 从 共 闻 的 坐标 原点 (位 于 转动 甲 
”上 } 相向 转动 体系 的 任 一 质点 的 向 径 的 培 量 等 于 什么 。 向 径 端 点 
”的 存 移 动 与 角度 的 : 关 采 是 
lrF|=r sin td.$p 

( 园 的 。 而 向 量 37 的 方向 惟 兴 于 通过 下 与 Sp 
“的 平 画 。 所 以 很 明显 ， 

= [sp- 学] (9,1} 
当 体 系 赤 芯 时 ,不 人 向 径 的 方向 改变 ,所 有 质 版 
的 速度 也 要 改变 ,而 且 所 有 向量 按 同 一 规 逢 收 
变 。 所 以 相对 于 静止 举 标 系 , 速 度 的 开 量 
家 5. B= [dm- v1 “(9,2) 
把 这 些 式 子 代 人 粳 动 时 拉 格 朗 日 丙 数 不 变 的 条 件 


全 = 上 BF, + 6, )= 0: 








趾 , 按 定义 


BB 代替 。 二 是 我们 得 到 
EP, [Sq ,3] 十 史 :L89 Ho] ) =0, 


对 乘积 进行 循环 宙 动 并 把 69 天 到 求 合 到 号 之 外 本 得 
dp (Irel + [V1) = ép Ey [7, pe] 
由 于 Sp 的 任意 性 因此 
如 习 Lr, 1 ». 了 一 0, 


字 就 是 说 我 们 得 镜 了 下 面 的 畦 洽 : 当 封 阴 凶 运 动 时 ,向 量 ” 
| 裔 二 之 LY, Do | (99,37 


守恒 ， 此 向 量 称 为 体系 的 冲 量 矩 ( 减 荫 称 短 ) 了 。 过 个 量 的 可 加 和 


中 也 采用 转动 二 或 角 短 的 名 称 。 


代替 而 根据 拉 焕 明 日 方舟 ,3 关 可 


[这 :] 证 共 让 双 





是 她 而 易 区 的 ,并 且 像 冲 量 一 伴 , 它 也 与 攻 点 之 条 是 否 存在 着 相 吾 
儿 丙 无关。 
可 加 的 运动 积分 就 仅 恨 于 这 些 。 因此 ,任何 封闭 系 -- 基 有 蕊 
个 可 加 积分 : 庚 最 以 及 市 晤 向 量 和 短 曾 最 在 三 个 方向 下 的 分 量 。 
证 然 在 短 的 定义 里 售 有 夸 点 的 向 径 , 所 凡 一 般 说 玉 革 和 仁 依 莫 
于 华 水 版 点 的 选择 。 祁 对 于 两 个 距 痪 为 4 的 原点 ,同一 点 的 向 征 
加: 科 [ 和 8 之 图 的 关系 生 P74 一 开 十 吕 。 所 以 有 . ’ 
M— Blr pl = te Tp] + > tpl 


一 


或 着 . 
| M= 和 [ee (9,4) 
从 这 到 式 看 得 出 ,只 有 当 体 系 人 整体 般 于 时 (也 就 是 说 P=0 有 时) , 它 
的 矩 冰 不 恢 顿 于 滞 标 原点 的 选择 。 当 符 , 短 之 值 员 不 陷 定 ,但 大 不 
影响 到 径 字 悟 定律, 因为 封闭 时 的 冲 量 也 是 守 居 的 ， 
我 们 来 推导 联系 在 两 个 不 同 的 惯性 系 粮 K 入!' 中 溃 量 短 之 
秆 的 公式 , 这 两 个 系 狐 中 的 第 二 个 相对 于 第 一 个 以 速度 六 运动 。 
我 们 认为 在 某 时 齐 系 航 下 入 ' 的 化 标 原 点 是 重合 的 。 此 时 赛 点 
的 疝 租 在 两 个 系 纺 由 也 是 -一样 的 , 而 速度 以 忆 二 三 十 六 相 联系 。 
所 以 有 
M= Emrawl Bmw + YmefrV], 


等 式 右 边 的 第 一 个 利 是 在 系 竺 KK' 里 的 短 眶 ', 在 第 二 个 和 中 , 模 
据 !8,3) 引入 异 竹 中 心 的 向 径 ;我 们 得 到 * z 
MM'+4 ut RY], (9,5) 
这 个 傣 式 次 定 当 由 一 个 午 算 条 统 转 移 到 另 一 个 计算 系 和 级 时 冲 最 短 
的 转交 规 社 , 就 像 肥 式 (8,1) 和 (8,5) 苦 出 溃 量 和 雍 医 的 壹 并 规律 
-一样 。 
若 力学 体系 整体 在 五 中 静止 .那么 玉 是 恋 力 尝 笨 系 屠 性 中 


冤枉 定律 人 





36 . 
心 运 


运动 的 速度 ,而 pp 是 E 的 站 基 已 (相对 于 尼 )。 于 是 
M=M'+ LRP], - {9,6) 

换 句 话说 ;力学 体系 的 冲 报 短 是 出 它 的 “图 有 短 ” 和 算 [有 RP] 所 租 
不 ,前 省 是 在 相对 于 体 杀 六 稻 止 的 系 社 中 体系 的 类 ,而 后 者 是 体系 
整体 运动 所 产生 的 垂 。 

虽然 短 ( 对 任意 的 坐标 原点 ) 的 所 有 三 个 分 量 的 守 恒定 律 只 是 
对 圭 贿 系 才 成 站 ,但 在 较 局 限 的 形式 下 ,这 定律 对 在 欠 场 中 的 体系 . 
也 可 成 立 。 从 上 面 推出 的 苇 共 可 以 淖 出 , 广 量 适 在 场 的 对 称 轴 下 
的 投影 总 是 守恒 的 , 因此 , 当 体 系 久 这 个 朝 任 意 转 动 时 , 它 的 力学 
拍 匀 不 变 , 当然 , 这 时 矩 庶 散 相对 于 在 这 四 上 的 任意 -点 (坐标 原 
点 ) 来 起 定 。 

“此 类 场 的 校生 要 的 情 驳 是 中 心 对 称 的 场 ,即位 能 只 依 驾 于 到 
室 阅 某 一 定点 (中 必 ) 的 距离 的 场 。 很 明 紫 , 当 在 此 场 中 运动 时 , 短 
”在 通过 中 心 的 任意 轴 上 的 投影 都 是 任 短 的 。 换 营 之 , 筹 而 量 胜 是 
守重 的 ,但 此 憩 不 是 相对 于 迪 阅 任 写 一 点 ， 而 是 相对 于 场 的 中 心 来 
决定 的 。 

另 一 个 鲍 予 是 治 2 轴 的 均匀 场 ， 在 这 种 声 中 天 的 投影 NM, 
重 , 主 卫 坐 标 原点 可 以 任 苞 选择 。 

”应 当 指 出, 短 在 任意 十 ( 称 它 为 z 办 ) 上 本 可 对 各 六 目 | 
贾 数 微分 校 公式 
。 MD (9,7) 
求 得 ， 其 中 号 标 9 是 粮 辖 : 的 炮 角 。 由 子 前 述 的 冲 量 矩 守恒 定律 
， 的 推导 的 性 蛙 , 这 一 点 是 很 明显 的 ， 但 也 可 用 直接 的 运算 六 际 实 。 
在 图 柱 举 标 EAE 里 我 们 有 (代入 zo 一 70 c09 pay Yu ra Bin go) 

HM = Pmt Yb) Emoripso (9,8) 

曙 一 方面 ,由 这 些 变 量 玫 示 的 拉 格 加 日 责 数 具有 如 下 形式 : 


Fr 


Es 9 冲 车 起 . 27 


Pe sm 一 :…-… =-- 一 mm 


了 一 5 nos (型 十 72g2 二 训 ) 一 太 ， 


掺 避 和 代入 公 武 09, 站 就 可 导出 式 (9,3)。 


嫌 是 : 
1. 试 求 在 立柱 华 标 7r; wp; # 中 瑟 点 油 量 短 的 销 卡 各 分 量 和 二 瓜 对 秆 的 . 
发 孙武 ， 和 
管 : Mn sin pra ST) — mrsp CoA pp, 
YH, 
Hn 
ME rm a -nr 
2， 问 .上 题 ,诉求 在 球 华 标 刘 的 必 示 式 。 
等 : sp) 


一 说 602 的 [下 一 站 攻 ) 一 条 这 二 前) 


2 


MM = m7 CDS 3in 站 pos 二 有 it pp) , 
mn dp 
M3 ari tin rg) 。 
3 在 下 甘苦 种 岂 中 溢 动 时 ,证 量 王 和 入 及 的 那 半 分 星 途 守 枝 的 。 
4} 无 限 大 的 均匀 平面 的 场 ， 四 
符 : 史上 孔 的 平面 是 平面 591) ， 
下) 无 限 苦 的 均 与 出 性 的 场 。 
斩 : 圭 ,， 瑟 :5 贺 福 的 琐 是 > 轩 ) 。 
: 8) 元 限 其 的 均匀 醒 注 的 声 。 
答 : {棱柱 的 楼 角 平 行 于 轴 : ;。 
;两 点 的 编 。 
等 : (两 点 都 在 辆 * 上 ) 。 
fi 二 了 的 均 习 补 平 面 的 场 。 
答 : Py (无 限 的 站 平面 是 芋 耐 2 的 以 畏 # 为 漠 的 郁 分 } 
(a ) 均 句 加 锥 休 的 场 。 
签 : 并 , ! 座 体 帆 为 : 职 )。 
《 针 》 妇 们 图 环 西 的 场 。 
答 : ,i 癌 环 面 的 畏 为 * 轴 ) 。 


本 





28 ” 守 人 定律 [划一 站 3 


记 银 其 的 均匀 柱 净 由 入 的 卉 。 
当 说 如 人 鳅 的 站 : 般 二 驻 融 一 个 针线 op， 间 时 治 洲 此 业 欧 珊 一 用 离 


jp 时 倒是 暗 琵 ) , 拉 主 戎 月 水 数 林 变 。 所 久 


BL, 上 a . 及/ 者 
和 (Ps 于 型， je=- 0 ， 


出 此 at， 二 之- 了 :一 种 雏 。 
& 10， 力 举 的 相似 

对 拉 格 朗 是 沙 数 弱 以 任 演 一 常数 因子 ,显然 并 不 改 谈 运动 方 
程 。 这 逢 情 光 { 在 8$2 已 指 出 ) 使 得 有 可 能 在 一 和 殉 策 更 铺 沁 下， 
不 具体 地 志 积 人 运动 方 各 ,而 作出 关于 活动 性 时 的 关内 要 本 性 和 的 .、 

炉 葵 。 z 
当 位 鲍 是 坐标 的 齐 次 曾 数 , 亦 印 江 足 荣 仁 
(aps, eras es, oF) = oD (Fi, Fa i 和) (0,1) 

的 交 数 时 就 则 于 此 社情 况 , 这 里 x 是 任意 常数 , 而 上 是 画 数 的 次 
| 数 。 , - . 
”现在 我 们 来 进行 下 述 奖 换 : 所 有 坐标 变 为 a 局, 同时 时 间 变 为 
8 局 ;名 | 
,> er YE 
这 时 所 有 的 速度 2,3” 变 为 6 悦 , 面 动能 变 为 /8 格 。 位 
… 能 型 葬 以 a*。 和 如 漂 以 条 件 z 
-os 也 衣 是 有 B 一 中- 呈 ， 


把 < 和 有 联系 超 当 , 那么 ， 于 : 于 这 样 的 变换 , 束 个 拉 格 朋 日 济 数 科 
浅 上 一 个 常数 因子 a', 最 运动 方程 不 变 。 

异 点 所 有 举 标 改变 同样 倍数 就 审 昧 着 由 一 些 提 洲 稼 移 到 另外 
一 些 几 何 芋 相 做 而 仅仅 线 度 不 同 的 轨 霜 上 。 于 是 ,我 们 得 册 灶 给: _ 


于 


i we 为 学 的 由 从 0 








刀 果 体 条 的 位 能 是 (入 卡尔 全 :标的 上 次 弄 次 压 数 ;于 么 ,运动 方 入 
蚀 上 几何 上 相似 的 栅 洲 , 关 (在 较 道 对 应 的 点 之 草 ) 冯 动 的 时 出 有 关 
承 式 
tN , 
(7 ， 10, 
其 中 1 为 两 个 慌 溢 强度 之 比 。 除 时 隔 以 外 ,大 识 道 上 对 示 的 点 ， 
-上 对 庶 的 时 旭 ; 所 有 力学 量 的 值 直 是 由 比 卫 二 的 欢 数 决定 的 ， 壬 
如 设 , 对 于 速度 , 龙 量 厢 中 量 算 吉 有 


i I | ， 1) 24 本 
0 
直面 洒 风 直 疯 于洋 大 以 加 加 | 
我 们 将 竖 和 夏河, 在 所 靖 徽 振动 的 情况 下 位 兹 是 坐标 的 二 
。 烧 == 从 0. 二 我 们 得 到 , 芝 种 所 动 的 周期 不 优 灶 于 它 
振 柱 、 
寿光 纯 力 虽 中 位 能 是 华 入 的 各 性 四 数 [ 昂 65, 晤 1 好 #1， 
由 :FT0 ,分 我 们 有 


由 此 得 出 乱 答 ,性 各 训 在 重力 增 让 下落 时 ,下 路 所 迟 时 间 下 方 之 比 
毕生 它们 最 初 高 度 之 比 。 
两 个 在 量 关 的 汪 合 强力 怠 两 个 电 茶 半 的 摩 傅 杭 五 作用 ,其 伍 
龙 都 与 葡 子 岗 的 中 高雄 反比 , 印 位 衣 是 有 = 一 1 次 漠 次 茵 数 。 在 这 
种 情况 下 
四 
了 于 是 我 们 可 以 肯定 ; 辟 如 品 , 治 阴 合 村 道 运动 一 局 的 时 间 的 平方 与 
明道 线 度 的 豆 方 成 正比 (部 所 绰 刻 下 勒 第 三 定律 ) 。 

如果 体系 的 位 能 是 坐标 的 齐 欢 画 数 ,便条 的 运 壕 叉 在 有 限 的 


也 


36 . 、 守 村 定 律 ， a 


Oe 


一 


空 和 范围 内 进行 , 芭 在 此 范 转动 能 和 位 能 对 时 间 的 平均 值 之 尘 
存在 着 非 带 简单 的 关系 ,此 关系 称 为 维 虽 定律 。 
钱 然 动能 了 是 深度 的 一 次 抽 数 ， 所 以 根据 齐 藉 耳 数 的 欧 勒 定 


理 
;9 wa, 
“ 查 引 太 闻 量 
我 们 就 有 
27 一 习 putr= 和 Preps) ~ rp (10,4) 


我 俏 来 招 这 个 每 式 对 时 间 和 平均。 任何 一 个 时 间 的 调 数 了 纹 的 
“下 均值 

f= lim 三， f(s, 
很 容易 看 出 ,和 如果 f () 是 有 界 ( 即 不 具有 无 旁 大 值 的 ) 画 数 天 全 对 


”时 测 的 徽 而 ,于 么 它 的 平均 德 将 等 于 零 。 事 实 上 ， 
f= iim 工本 2 = lim 之 一 一 人 一 0 


Te TO Ts 


殷 定 说 ， 估 芝 以 不 本 为 天 穷 大 的 加 认 宪 有 限 的 空间 共 训 内 让 
动 。 那 么 , 莉 之 fago 是 有 罚 的 ， 而 等 式 (10， 4) 石 边 第 一 -项 的 平均 


秆 闪 为 零 。 痊 第 二 项 中 我 们 六 沾 全 方程 把 加 生成 一 20 ,就 可 
得 到 了 : 
37 Br z (10,5) 


如 果 位 能 是 所 有 向 径 + 的 上 次 齐 次 请 数 ， 那么 按照 铭 盘 定理 ,等 

式 (10， 站 将 变 废 刻 求 的 关系 式 . 

2T=p0。 (10,6} 
.@@ 等 式 (10， 亲 且 的 区 有 作为 体 和 的。 


方 .* 洛 福 代 





【和 IT01 
由 于 于 十 打 = 五 一 瑟 ， 二 起 0 人 可 以 萤 示 过 公式 
_ ， 1 
{=: 裔 二 中 了 ， | fi 本 E, (10. 7) 
时 两 公式 殷 口 和 省 通过 体 杀 的 总 能 妈 表 示 出 深 了 。 
值 知 特 如 注 蕊 的 是 ;杠杆 徽 捧 动人 汪 三 2 我 们 有 
ja 
扩 相 二 作用 屠 = 一 二)， 


部 动 矿 淹 | 怪 能 的 平均 值 相册. 
2 


这 其 萎 = 一 站 是 由 于 准 这 各 相 开 作 末 的 精 谨 下 , 运动 在 有 氢 的 宏 
范围 内 进行 共有 在 总 能 量 为 全 了 的 条 作 下 才 有 可 能 。 


- 悦 题 
不 则 车 量 的 两 个 贰 点 洪 间 一 吉首 未 动 ， 在 依 能 相同 的 情况 下 ,它们 二 
动 的 时 间 之 比 每 于 什么 9 
， . i 
符 : 4。 
当 位 能 著 上 一 个 常 束 时 ， 滑 相 同 帆 送 运 动 的 时 阳 将 如 何 变 化 9 


了 ， 
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答 : No 


A, 


第 三 章 ”运动 方程 的 积分 

§ 11.， 一 从 返 动 

”一 个 自由 度 的 体系 的 运动 叶 做 一 维 送 荔 ， 这 种 体系 车 处 在 不 
”次 的 仙界 条 证 下 , 剧 它 的 拉 格 其 日 画 数 的 最 壮志 的 形式 为 fs 
La ‘qd — U0), U1,1) 
z 关中 6(g) 是 广义 虹 标 4 的 某 丽 数 ， 蛙 别 是 当 f 是 销 卡 尔 坐 标 (入 a 
身 称 它 汶 2) 寺 ， | 
工 一 训 人 mots — U Cy, z (11, 3) 
入 应 于 这 些 拉 格 角 日 面 数 的 运动 方程 在 一 般 形 式 下 就 可 积分。 这 
时 ， 甚至 没有 必要 等 出 运动 方程 式 本 身 ， 而 应 间接 从 第 一 积分 , 训 
汝 达能 量 守 恒定 律 的 方程 式 出 发 。 这 样 ,对 拉 格 崩 晶 而 数 (11,2)。 、 . 
我 们 有 


村 U0 到, 
只 一个 以 用 入 安全 可 我 们 看 、 
YD De)], - 四 
2: . / 
Vy -地 (全 十 . ,3 人 


人 
数 的 作用 。 


32) 


请 
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头 为 动能 在 本 丑 上 是 个 正 数 , 所 以 在 运动 时 ,总 能 最 必须 大 王 
位 能 ,也 就 是 训 , 运 荔 只 能 在 Cir i 记 的 实 境 范围 闪 八 生 . 

假定 南 数 5 有 如 圆 6 所 未 的 形式 .在 园 上 尊 一 条 相当 于 
总 能 季 壮 定 值 的 水 直线 ,我 们 局 .就 能 指出 运动 可 能 发 生 的 范围 ， 
在 加 6 所 示 的 情况 下 , 运动 只 船长 年 在 4B 区 出 内 或 在 C 点 的 右 





位 衣 等 于 总 能 量 , 亦 好 / 
Um) (11,4; 
的 各 点 决定 运动 的 异 限 。 出 于 在 这 些 点 上 速度 为 芍 , 所 以 称 它们 
为 “个 点 "。 各 果 运 动 区 半生 两 个 停 点 限制 , 加 运动 发 生 在 有 限 的 
实测 范 团 , 这 种 运动 叶 做 有 限 运 动 ”如 果 运 动 的 范围 是 没有 限 托 
的 或 只 限制 一 方面 , 划 运 动 肝 做 无 限 运动 ,次 点 向 无 限 远 处 运动 。 
一 维 有 限 运 动 是 一 各 振动 , 印 园 点 在 两 界限 之 间 ( 在 疾 6 上 为 
zi 和 zs 两 点 潮 的 “位 隆 ” 4 中) 人 f: 周 期 性 的 往返 运动 。 根 据 可 泛 
性 的 一 般 性 赣 ( 见 第 灶 页 ), 在 这 种 情况 二 ,由 zm 到 wv 的 运动 时 曲 
和 由 vw 到 和 的 遂 运 动 的 时 间 是 等 的 。 所 以 振动 周期 了 ,部 由 oo 
到 ?再 返回 ox 的 时 间 , 是 通过 mw。 所 需 时 间 的 二 借 , 根 据 (11,3)， 


-， -- us 、 
TD = Van Ee dl, 


# 
.4 起 = 站 区 的 名 分 . 第- “ 


关 且 上 下 限 生 陪客 是 方程 (1, 汪 在 为 茹 定 什 时 的 根 。 这 个 公 : 
” 式 决 定 运 动 周 期 对 粒子 总 能 最 的 依 顿 关 肝 。 


ES 是 
T， 求 平面 数学 氢 { 八 点 mm 下 在 长 为 ， 的 砚 粮 末端, 在 重力 场 中 振动 ) 的 
据 动 导 期 对 振幅 的 伏 梧 关系 。 


解 : 捍 的 能 重 


P22 
B= ml COa P= 一 和 他 C03 Pos 


式 中 y 赤 示 楚 对 奢 直 市 向 的 侦 药 ,oo 是 最 大 贪 驴 。 把 周期 当 成 是 通过 由 规 
到 m 的 闻 隐 所 需 | 入 ， 订 得 


hh ye -2 
Os V tor rr J sin io 用 





&1T 光 
其 一 一 一 一 SB 奏 玉 ;期 此 型 分 络 化 为 
siri 0 : 
2 | ， 
; 1 rf. 
下 一 WE (sine); 
2 亚 ， ut 
2 - ki 和 | -~ 
不 中 Ch: | We 


是 所 广 第 一 类 华 椭 辕 积 分 。 在 win 守 作 守 <*1 的 稍 况 下 ( 微 插 动 )， 展开 琴 数 
(了 D 可 得 z 
41' = 2 1+ 襄 -一 的 十" 小 


该 个 展开 式 的 第 一 项 是 大 家 者 知道 的 基本 及 趟 。 | 
3， 洒 奸 量 为 加 的 粮 子 在 下 询 各 种 场 中 运动 时 ， 求 它 的 振动 周期 对 能 最 


的 依 屯 关系: 
“(ID -对 | wl 
等 : re 


Ee; 让 -了 
T= in ”二 
和 a A ' i li 9 


i 成 汇 


Be 


人 i121 淘 探 节 疝 冲 这 从 锻 


刁 = 入 态 ; 积 他 化成 电厂 本 不 的 其 请 呈 吹 强人 要 分， 


的 做 根 关系 是 与 为 :全 FH 科 损 竺 :10,2 91033 相逢 合生 。 


(6) U= — Uc 
TV 
- 管 HA Tf 了 
CB)U=Iptp mr 
™ Tr i 
了 上 元- Ne 
莹 .| 二 3 


3 12、， 由 神 动 习 期 求 位 能 
我 们 班 雁 米 研 究 一 个 国 吓 ,就 } 一 灶 闻 在场 电报 动 , 由 已 知 的 
报 动 周 加 人 对 能 时 五 的 六 
箱 关 系 反 过 潍 求 位 能 忆 7() 
的 形式 能 到 怎样 的 程度 内 
攻 学 六 点 来 于 ,上 面 所 识 的 
波 昧 仲 入 分 六 程式 (1, 51 > 
才 秆 共 中 的 UD) 和 搁 们 识 美 
时 素 知 的 ,拟定 (I 认 为 吕 2 
钙 | 和 ， aa 知 的 . 
不 管 积 人 方程 的 艇 丸 否 在 作 ,我 简洁 限定 站 锭 将 的 罕 间 范 
图 由 ,万 或 现 数 世人 兵 宪 -全 往 小 利 、 为 万 便 起 昂 抬 举 标 原 贞 泪 
在 条 雍 为 往 小 个 的 地 方 , 座 这 点 沾 扩 能 外 坝 为 全 ( 较 六 。 
谈 痪 稳 分 人, 且 ， 共 所 式 中 鸭子 当 在 如 的 南 数 。2G7) 是 站 短 





一 丸 ， 钱 乌 店 每 个 值 对 应 于 Z& 现 个 不 缠 的 第 。 以 人 0 代 dg, 


36 . 运动 方 和 的 识 分 [第 二 章 ] 


积分 (1 5) 就 换 欧 两 个 积分 师 众 4= wj 漳 0 与 从 w=0 油 w 二 
二 zz 的 两 个 积分 的 和 了 。 我们 把 在 这 两 个 范围 内 x 对 晤 的 拔 籽 
关 邓 写成 w= 三 ww 一 zo (UU )、 
对 dU/ 积 分 的 上 下 限 很 明显 是 万 和 0， 于 是 
Poes(TF) er 5 一 fo dm UO aU 
7 本 一 
他 和 | aU | 
一 人 2 |， km dl IV RED" 


。 以 Va 如 (a 是 参数 ) 来 除 等 式 两 边 ,并 对 百 从 亏 到 ec 积分 : 、 




















TEAE 
本 可 
Ca (DY) 人 Ca 
-v2 | | | ye ta? 
襄 挛 积分 诡 序 可 得 
| 
DA ea 一 下 
_ os dcifT7) = dE 
-vam| | -| rT ie 


不 难得 到 对 4 加 的 积 轨 等 于 +， 此 后 ,对 40 积 耸 我们 便 得 到 
[Va 


oN Va [io) — ge) i 





下 这 里 应 考虑 到 we(0) =i0) 一 0] 以 人 代 a, 景 后 求 得 
OT 沁 
因此 ， 禄 所 已 知 尔 数 TE) 4 就 能 视 定 菠 TatU) 一 2 人 7 。 耶 
苹 数 24(0) 和 zalD) 本 壬 还 是 不 确定 的 。 达 就 是 褒 , 存在 着 不 是 
一 条 , 而 是 无 限 多 条 曲 杂 口 =U (9) , 它们 车 出 周期 对 能 量 的 估 蒜 
-关系 , 根 互 的 区 别 在 于 一 些 形 变 ,而 这 些 形变 大 不 改变 对 应 于 同 -- 


:和 | 折 如 师 业 37 


UV 值 的 隐居 之 . 4 
加 打 台 六 朵 入 pn -0 (2) 对 绝 举 克 策 是 对 称 的 , 姑 双 求 
mat m0 wt ) 
民 立 ,斯 么 解 的 多 倍 性 就 没有 了 。 在 这 种 稍 况 下 公式 (i2,1: 给 出 
和 的 昌 值 表达 式 如 下 : 


w(tU) 一 


] "FdE 和 
| 2 (12,2) 


Dr Br os 忆 一 下” 
13.， 析 合算 最 
蕊 于 册 两 个 四 也 作出 洪 的 粒子 所 租 虚 的 体 杀 运动 的 癌 题 又 
- 体 问 题 ” 是 极为 重要 的 ,这 各 问题 可 在 一 般 形 了 式 下 完全 解雇 。 
作为 振 尖 汪 人 和亲 夺 的 全 二 人们 条 下 明 * 体系 的 演 刘 分 后 





清华。 
两 粒子 相 刁 作 财 的 位 训 只 与 蒜 辣 的 距离 有 关 , 名 只 与 它 简 向 
径 之 蔗 的 禄 对 伞 有 关 、 因 过 这 标的 体系 的 挤 格 朗 日 久 数 
Lo PE MEU) 1) 
引进 两 点 相生 中 癣 的 向 量 
了 一 
青 把 坐标 原点 故 在 镇 性 中 心 . 土 ,期 有 有 
Wi] i 
从 最 后 丙 等 忒 可 阔 得 
Th 


如 == -一 -+ 4 = 一 .一 -二 了 如 2) 
”mtms “ ha rs (2, 


= a Ur), (13,37 





3 | 滩 劲 洛 各 的 让 分 [ 荡 二 于 1 


一 一 一 -一 





式 中 可 进 了 符 寻 


繁 痉 吓人 敌 折 合 质 量 。 函数 (13,3) 在 外形 上 与 一 个 质量 为 mm， 在 对 
二 全 坐标 原点 对 称 的 任 场 口 (m)} 内 运动 的 质点 的 拉 格 郎 日 画 数 可 
网 。- | | 

这 样 一 来 ,关于 相互 作用 着 的 两 个 质点 的 运动 的 阴 题 就 化 感 
解 一 个 质点 在 输 定 外 场 U7) 中 运动 的 网 题 了 .根据 问题 的 解 
末 一 了 (全 ， 粒 子 mx 利和 os 的 顺道 ?1 一 ?4( 引 和 一 了 (他 (和 对 : FE 
科 的 共同 的 惯 注 中心) 都 可 出 公式 ( 9.9 式 得 出 。 


习题 
存 一 体 柔 出 身 量 为 开 的 一 个 粒子 和 贸 量 为 掉 的 ”个 粒子 所 粗 成 。 抬 模 
性 中 心 的 运动 除 才 ,着 把 这 个 珊 题 化 泡 ” 个 料 于 运动 的 则 是 . 
着: 退 吾 为 税 子 开 的 疝 和 一 ， RG= 1, 多 3 9 为 贰 量 为 本 的 稚 子 的 疝 
探 ， 弛 | 进 从 粒 也 开 到 粒子 灵 的 距离 
Ya 一 如 < 一 吾 ， 


同时 把 骂 标 原 点 选 在 异性 中 心 下 
MR+w 导 有 = 。 


从 这 些 等 式 可 求 得 


将 这 些 式 子 代 大 拉 几 朗 日 本数 


7 一 aL _r 


PD » m2 和 
-Pr (Pr) ek 
位 亡 只 依 可 于 粒子 之 有 昌 的 下 效 , 办 而 可 坟 弄 作 是 向 基 + 的 渍 数 。 


[二 | 大 由 J 1 证 动 名 全 


$ 府 ， 让 中 心 场 中 的 运动 


把 又 体 运动 化 为 罕 体 运 荔 时 .我 个 确 到 艇 -个 监 点 丰 位 能 只 


依赖 于 到 天 一 定点 的 中 次 的 从 斑 向 运 动 的 辐 题 ;这 种 声称 为 中 心 
声 。 放 及 于 和 六 上 的 力 : 
Fe UG 
or dr 
其 缀 对 值 这 时 也 愉 舍 各 于 7 并 只 万 癌 与 癌 径 一 致 。 
在 §9 中 已 狠 证 明了 , 在 中 放声 中 运动 时 , 体 深 对 场 中 计 航 冲 
和 
Mirpl, 
昌 于 问 基 和 导 腊 泪 府 , 所 以 加 不 变 就 意味 浅 在 运动 时 颗 点 
的 癌 各 永光 了 E 一 个 稚 让 于 和 的 小 曾 .上 上。 
因此 ,在 中 心 扬中 运动 的 糙 子 岩 道 完 双 在 一 个 于 面 .下 ， 形 术 
举 标 了, ,我 们 可 以 把 撤 烙 妥 月 摧 数 巡 碟 [比较 (4 个 ] 


DR U(r), Es 


a 


这 个 师 数 不 显 合 玉 标 多 >。 在 拉 格 彰 日 讽 数 中 不 最 售 的 三 光华 
熔 称 沪 潘 环 笃 标 、 折 于 赵 禧 明 旧 所 程式 ,对 于 旋 皮 坐标 我 佣 有 
ad 2L _. ot 一 
dt Bg A ? 
好 就 是 说 ,与 这 正和 玫 十 克 了 腻 的 上 艾叶 放 入 一 是 让 天 和 人 黎 ， 同 
5 当 丰 在 循 球 举 标 肝 ,这 程 情 汪 使 径 称 分 运 玛 方 程 的 问题 大 大 涡 
人 
在 现在 这 种 钙 玫 下 , 厂 交 证 锯 
三 神 量 夭 打 - 一 型 再 合 [ 厚 人 0 231、 四 此 ,我 何 又 回 到 了 我 个 已 范 


和 运动 方程 购 积分 【第 三 章 1 


知 的 冲 量 短 守 昼 定 律 
好 一 pr20 一 常数 ， 14,2) 
应 当 注 意 , 对 一 个 质点 在 由 心 场 由 
作 和 平面 运 到 的 这 个 规律 可 以 知 出 简 《 
单 的 儿 何 解释 。 才 达 式 去 rrdp 是 加 8. 
由 两 个 无 限 近 的 向 径 及 同道 吴 元 所 形成 的 局 形 西 积 \ 斑 8) 。 用 
来 表示 它 ， 我 们 可 把 灯 子 的 短 写 夏 | 
Nr = Zn f, (14,8 

式 中 了 的 徽 南 称 为 恬 形 冲 度 . 所 以 , 冲 莫 短 字 恒定 律 意味 着 , 最 形 
速度 是 个 常 基 , 也 就 是 狐 , 在 相 千 的 时 间 半 陋 内 , 动 点 的 向 径 扫 过 
租 等 的 面积 ( 印 所 训 草 卜 勒 第 二 定律 ; 7 。 

瓜 能 量 受 冲 量 算 守恒 定 妇 出 发 , 娠 点 在 中 心 妃 里 运动 的 问题 
- 可 以 很 入 由 地 得 到 完全 解决 , 币 疝 时 无 须 容 出 运动 方 竹 式 本 身 : 

搂 (14, 人 通过 开 来 表达 8, 并 把 它 代 入 能 量 的 表示 式 内 ,可 得 到 


香 本 » . 3 | 3 T » 
~ B= TU) rat Ur) (14,4) 





由 此 : 
3 df2 [ER— De 一 一 2;， (11,8 
有 z z 
dr 得 对 (6 
Ur — 
其 次 ,把 (14,2) 写 成 
mw 


队 (14, 辐 中 把 民 代 入 此 式 并 各 分， 我 们 得 汉 


由 ”在 宗 心 堪 中 运 击 的 粒子 的 冲 昌 和 拭 守 惜 定 律 有 时 称 汶 面 愉 积分 = 


[§ 3 了 : 在 而 全 志 中 略语 动 对 


时 
| Cd 六 (14,7 
p= 一 (入 
|y smfF— Un) . 

公式 (14,6) 和 4,7) 是 罕 一 般 形式 下 解决 所 拱 出 的 问题 、 其 
中 第 二 个 公式 确定 7 和 9 之 则 的 关系 ,也 就 是 设 , 确定 赂 道 方 程 ， 
而 公式 (4,6) 用 不 明显 的 方式 将 定 作为 时 间 醒 数 的 动 点 到 中 心 的 
中 离 >。 我 们 指出 ,角度 9 总 是 随 荐 时 间 音 漳 地 变化 , 因 从 人 芋 ,2 
可 利 , 2 任何 时 己 都 不 变 号 。 

表 法 式 (14,4) 指出 , 运动 在 径 向 的 部 分 可 下 成 在 场 中 的 一 猴 
运动 ,这 个 场 的 有 效 位 能 
tn = UP- A ld,8: 


983 





第 一 你 汶 离 心 能 。 从 式 


he 


UG (14,9’ 


Pe 

中 入 出 的 7? 的 值 砚 定 返 动 区 域 的 边界 到 中 心 的 中 询 , 当 仅 式 
(14,91 获 满足 时 , 径 向 进度? 变 为 条 ， 这 并 不 意 号 着 导 点 停止 ( 像 
在 时 下 一 杂 运 动 的 情况 下 郑 样 ) , 因为 角速度 ? 并 不 变 为 党、 忘 式 
r= 0 才 示 轨道 的 " 蒜 变 点 ”， 三 数 (在 这 点 从 二 加 变 成 减少 或 者 
是 外 反 的 变化 。 

如 果 放 名 7+ 变化 的 区 表 公 由-- 个 条 件 > 限制 的 疾 , 那 末 
车 子 的 运动 有 是 无 限 和 的 ; 朗 它 的 虎 道 从 无 汰 远 信 来 多 和 侣 到 无 窗 远 
处 去 、 

如 于 了 的 变化 区 间 有 两 个 这 界 -ss 和 Tw 强 末 下 ,运动 是 有 超 
的 ,而 向 道 昌 完 双 位 于 两 全 图 7 了 一 Tw 和 了 二 un 所 限制 多 环 内 , 
然而 , 达 并 不 意 际 着 执 道 一 定 是 闭合 曲 业 在 7 从 ?was 谈 到 ra 
再 癌 到 ruax 这 一 时 间 斯 隔 办 ,向 径 转 了 一 个 角 谋 JP， 根据 (4,7) 


所 运 盐 方 税 和 积 对 [第 二 章 ] 


人 一 we 一 








芒 避 


F mer A . 
公办 


, ¥ PE — 


4 一 2 各, 式 中 吉 和 色 是 了 
数 。 在 这 个 条 件 下 , 多 %* 个 
赔 斯 的 时 出 ,点 的 向 径 在 转 
了 闽 整 必 辆 后 将 与 自己 最 初 
的 值 重合 , 印 琢 首开 合 。 

但 是 ,这 简 一 些 铸 驶 是 
举 见 的 ,在 任意 形式 的 U(r) 
的 情况 下 ; 角 庶 4g 与 37 之 
比 间 不 是 有 理 秀 数 。 因 此 在 。 z 
一 裔 情况 下 , 有 限 运 动 的 局 六 音信 仿 轩 合 的 。 航道 无 数 实 径直 最 
大 的 和 最 小 的 下 离 (例如 , 像 属 3 - 一 样 ) ,而 在 光 限 长 的 时 间 后 境 满 
由 庙 个 图 所 限制 的 整个 周 环 。 : 

只 有 在 两 类 中 心声 中 ,一 切 有 给 运动 的 束 道 才 剖 是 闭合 的 ,这 

就 是 粒子 位 能 和 二 及 成 正比 的 声 ， 第 一 种 畏 形 将 在 下 节 中 研 

完 ; 而 第 二 种 情形 区 和 所 谓 实 天 振子 相当 ( 见 8 23 普 题 分 

(14, 辐 中 的 节 方 根 E 以 到 (14,6) 和 (4, 委 中 的 稚 积 式 ] 在 转折 
点 变 污 。 如 蛙 航 洪 p 从 通过 蛋 近 中 的 向 笃 方 向 算 超 , 著 未 塌 折 点 
两 汰 的 束 道 ,在 7? 值 相 同 的 每 一 地 方 ,其 区 别 似 在 于 9p 的 符号 。 这 就 
是 改 , 相 对 于 上 滤 的 方向 ,轨道 是 对 称 的 .从 任何 一 个 ,比方 碘 := 
= 有 录 径 过 一 段 要 进而 共计 7 一 Toin;y 航 后 ;在 下 一 个 7 了 = 
二 ?esr 的 点 之 前 将 有 对 称 改 时 的 同样 一 自 雪 道 , 如此 类 推 , 地 就 





中 
全: 在 中 心 镜 中 的 送 动 #9 


- 苑 识 ， 和 或 个 轨 闭 可 以 用 向 前 各 向 后 重复 河 梓 的- 一 自 末 得 河 ， 上 所 从 
坊 挤 点 =r 虱 间 无 黎 远 处 的 两 个 对 租 允 六 租 成 妇 无 队 运动 儿 
和 好. 

坑 尼 能 4 在 运动 时 形 和 0 的 情况 于 ) 当 7 一 *0 地 ， 称 。 2 一 看 变 
羧 无 宠 大 :车 的 存在 通常 合 得 泛 动 的 天 子 下 可 能 通过 更 的 中 心 ,各 
使 荐 审 心 本 身 有 具有 有 明 届 的 特 诈 也是 如 站。 兵 右 你 能 党 7 >9 时 是 
吝 委 地 赵 向 于 一 = 时 ， 里 战 - 闵 到 中 心 手 硝 可 获 。 从 不 字 政 


或 rT 人 2 


本 得 出 稍 议 ， 了 要 有 有 取得 站 IF 天 霉 的 烤 全 如 Cale 花 A 


有 A. 
gy) (14,11) 
MM: ek i 


也 让 是 流 ， UU 应 该 各 2 避 的 下 襄 易 三 语 一 25 ,或 沉 证 
EE A 三 正比 。 
的 运 世 


浴 香 下 : 
解 ， 闪 早点 位 村 球 旋 而 庚 加 全 攻 站 下 鸭 球 于 检 呈 要 的 拉 村 吉日 嵌 烙 是 


. nia - 
了 一、 记 I 
因此 网 延 的 2 分 总 相合 的 广义 十 本 or 人 
I ci) 
衣 半 
和 于 





五 . - -4 -jm 3 人 0 一 一 — mr eosd o( 2) 


a 








| 交 | | 
村 运动 方程 的 积 委 [第 :: 章 ] ， 
出 此 和 解 贞 5， 宙 分 高 强 量 可 得 - 
“| He 一， . (8) 
Naa -Tp (6)] 


这 里 引 旭 了 “有 有 将 位 能 ?” 
. 和 
利 撒 (2 ) ;我 全 技 到 角度 p 为 
了 du 
LD SO ETcpa (OY 如 
积分 (3) 和 (+) 可 化 为 第 一 类 和 第 三 类 椭 曲 积分 。 

角 和 运 惑 的 区 域 由 条 件 五 > 有 ape 梁 决 定 而 它 的 边界 田力 程 在 = Lam 
决定 。 玫 方程 是 cos 的 三 次 方程 ,在 一 1 和 十 间 有 了 两 个 根 这 琴 个 要 确定 
了 球面 -两 平行 区 的 位 置 , 整 个 困 亲 都 位 于 这 西 个 因 之 天。 

3， 在 重力 塌 中 , 有 -一 质点 在 众 朝 下 窗 宜 放 蘑 的 辕 铁 体 (是 点 张 髓 为 20) 
起 面 上 运动 , 斌 积分 它 的 运动 方程 。 

解 : 在 以 嫩 的 时 点 为 原 上 记 硬 炳 嗓 下 向 上 的 球 学 标 中 拉 阁 朗 日 疼 数 是， 


= Cr gi? 本 人 — Hr OF Rn 


坐标 PF 是 御 坏 的, 蓄 


— ng! cos 8, 


{《 本》 


= 3 Bin ap 


双 是 守恒 的 ,能量 
网 2 
和 = 2 Ta 汪汪 


用 与 大 是 同样 方法 ， 我 站 得 到 


~ | 人， 


Mrs- _ Dopp td 


二 Hi C03 mo 


-了 I dr 
人 on | 


Bp A [a +mgreosao 


条件 五 一 [gipq (7 是 "的 二 次 方程 ( 当 于。 关 0 时 )， 它 有 两 个 企 模 :这 两 
个 正 栋 确定 让 锥 面 十 两 个 水 平 略 的 位 置 , 而 筷 道 点 补 几 制 在 这 两 个 水 平 且 之 


Cab (7) = 


[0 直下 蔓 间 是 此 





渡 。 

3， 哉 积分 平 曾 皖 的 运动 方程 ， 斌 押 的 晤 挂 点 (有 具有 览 量 ww 可 以 在 水 于 
万 晤 运动 上: 员 轩 人 。 

角 : 在 5 的 习题 二 蛙 所 找到 的 失格 朗 日 油 孝 中 * 是 循环 坐标 。 因 此 ， 
祁 柔 未 总 溃 量 在 水 平分 量 相 重合 的 / 义 神 看 世 , 基 守 悟 的: 


二 十 人 05 匀 二 常数 ， 1) 
屋 可 以 把 体系 整体 看 做 肯 止 的 , 这 时 常数 =0, 市 微分 广 冬 (1 ) 葵 出 关系 式 
fa 于 全 全 浆 十 重 本 出 一 种 串 ， (2) 
.这 走 示 在 水 平方 疝 上 体系 的 情人 性 中 心 是 静 下 的 。 利用 ( 工 : 可 得 能 盘 为 
R=. 人 e059 9 — mdi ens Py {3) 
2 1 = i 
一 pr ns. 
出 此 1 一 NE | a dp, 
hr a 二 03 


借助 下 (2) 通 过 ?8 妆 洪 达 粮 溯 i 的 证 标 罗 =241sinpy 姑 一 L503 后， 


可 得 到 绪论 : 访 类 隆 的 巾 道 仿 丰 以 一 以 1 为 陷 


Ct ty) 
查 侍 赤 的 搞 加 的 一 段 。 当 ps 时 :就 回复 到 将 芒 贺 豚 摆 到 的 -各 煞 学 择 
物 请 - 风 了 。 





s 5。 刻 卜 勒 疝 是 
中 心 屠 的 一 个 极 重 要 的 悄 刀 是 位 甬 与 了 下 反比 ,从 而 相 庶 的 
为 与 让 戌 反比 胸 旧 。 牛 十 万 有 引力 场 和 库 俞 部 电场 就 是 这 类 卉 。 
我 们 知道 :第 一 利 场 其 有 豚 引 的 特性 ,而 第 二 种 声 划 可 能 是 吸引 的 
声 , 也 机 能 是 排 不 的 路。 
我 们 先 研 究 吸 引 声 ,在场 中 
DT 一 一 下 (15,1) 


其 中 是正 的 ， 有 效 位 能 
; 12 。 ， ” 
Csipp = 一 机 一 A (15,2) 


DT 





.的 图 形 具有 加 40 王 所 未 的 形状 。 当 六 >0 时 ， 记 赵 于 co 而 当 


- 





4 运动 方 各 的 潜 分 [第 三 你 ] 


1 ce 村， 宅 划 由 所 香 方 配 欧 江 于 巷 ， 党- 2 有 最 小 秆 .并 
等 二 > 
(Uogg) min= —-0 (16, 
从 亩 上 立 询 凑 秤 出 , 当 加 0 时 
质点 的 运动 将 是 光 限 的 , 而 当 
-<0 时 有 是 有 限 的 。 

描 助 于 一 般 的 到 式 (14,7) 可 
得 齐 居 六 的 形状 。 将 台 一 一 等 代 


入 其 中 大 进行 初等 的 积分 运算 ， 上 ee 
我 们 将 得 到 - “ 置 了 9， 





0 _ Ma . 
=are C08—, 2 .- A -十 种 数 。 
gmk + . 
有 . 
戈 位 认 当 选 振 角度 2 的 计算 起 点 ,个 香 常数 =0， 大 中 入 等 寻 
P= eAf1+ 1 【了 了 与， 于 
如 笛 六 的 公式 可 改革 成 

=1+ecosp, 和 (16,B5; 


这 就 是 焦点 在 坐标 原点 的 图 第 项 缆 方程 , p 和 < 是 所 并 圾 省 的 萝 
数 宫 偏 作 奉 。 从 (15, 风 可 看 出 : 我 固 所 作 的 w 的 证 算 起 点 的 选 
摊 , 就 在 于 p=0 的 点 离 中 心 最 近 { 所 彤 委 闭 的 近日 点 )。 
在 业 们 的 情况 下 , 当 两 个 物体 按 规 委 (15,1) 互相 作弄 时 ,其 中 
任 一 个 粒子 的 志 道 都 是 优点 在 共同 的 各 竹中 心 的 国 儿 电线 ， 
从 (5, 抽 9 可 汪 卉 , 当 五 <0 时 个 心率 6<1, 也 就 是 获 轨 和 遂 是 个 
椭 番 { 障 11) , 而 接 本 节 开 始 所 波 , 运动 是 有 限 的 。 横 据 大 家 客 比 


1§ £51 萌 上 下 勋 同盟 47 


愁 的 解 衙 几何 学 的 共 式 ,要 图 的 宇 共 地 和 生得 轴 
能 是 的 最 小 许可 秆 符合 
于 六 6, 六, 这 肝 “= 0; 也 就 
是 宫 栅 国 实 开交 于 ， 左 当 指 
出 , 椭 图 的 县 竺 秆 内 依 膝 王 
蜗 点 的 能 后 (而 不 焦 炉 于 竺 
量 短 )， 哑 场 中 心 ( 糖 轩 的 候 
点 ) 防 短 有 有 HF 虹 攻 的 由 离 等 汪 





Tn = = el, Tr = 工人 一 人 二 9) 7 


”这 些 吉 过 式 [含有 5, 人 各 57 的 & 和 弓 当然 也 可 以 当 作 方 程 
让 Uogp{7) = 二 如 的 模 面 楼 得 到 
法 棚 | 加 顺道 周 闲 的 时 间 , 也 就 站 运动 的 周期 色 , 借 肋 于 以 “' 面 
积 积分 ”(14,3) 水 吉 示 的 冲 量 秆 守恒 证 简 恨 容易 求 出 。 对 时间 有 从 
过 到 了 积分 此 等 式 ,我 俩 将 得 到 
2 f= 人 TH, 
式 中 了 是 抽 道 的 面积 。 对 于 椭 园 f= 308, 挤 殿 其 于 公式 (15, 全 
我 们 可 得 到 
人 P= 2raif < = ras EE rs “15,8) 
周期 的 竺 太 评 与 向 六 米 度 的 立方 成 正比 这 个 究 实 已 吉 在 $0 中 
指 凡 过 了 。 迁 应 指出 的 是 ,周期 只 佐 拯 于 慎 点 的 人 能量 ， 
当 召 20 蛙 ;运动 是 无 限 的 。 如 果 五 省 0, 闭 么 贪 兹 举 e220, 也 
就 是 讼 , 贺 道 是 继 和 过 场 中 心 ! 优点 ?的 双 曲 六 王 俐 周 12 所 未 。 近 
时 点 到 中 心 的 距离 


8 活动 方程 的 积 分 | [党 三 草 ] 








z As ae-: i), (15, 0) 
式 中 


是 双 曲 线 的 “ 牢 四 "。 

当 召 =0 时 , 仿 心 夷 e= 二 也 
就 是 讲 , 粒 子 沿 着 近日 点 距 认为 
ron 一 亏 的 撼 物 矿 运动。 如 果 笠 


子 自 无 德 远 处 由 部 止 状态 开始 和 
己 的 运动 ,就 将 出 现 这 种 情 驶 。 加 了 2 

”粒子 沿 执 道 运 动 时 , 它 的 坐标 对 时 滑 的 佐 藉 关 条 可 以 借助 于 
一 般 的 下 式 (14,6) 找 到 。 它 可 以 按 下 面 方法 表示 成 胡 方便 的 傣 数 
形式 。 z » 

”我 俩 先 看 铺 贺 的 轨道 。 接 照 (15,4) , (15,6) 引 入 4 和 。, 把 决 
定时 间 的 积 俘 (14,6) 写成 





借助 于 理所当然 的 代 换 


r= 一 Ce 008 &, 
这 个 积分 变 成 
,ty We | eo0s aE = YT (Eesin 6) +W 数 。 
适当 选择 计算 时 阅 的 起点 ，, 合 得 常数 变 成 党 ,我 们 最 称 将 得 到 
其 下 的 依 顿 于 二 的 套数 表达 式 : 
r=all—ecot), ty (Eosnd) (15,10, 


Ln 


C15 志和 未 癌 最 各 


4 i 二 0 时 ,粒子 在 近 提 点 ;。 通 过 同一 个 套数 5 : 还 可 以 麦 示 粒 于 
的 第 卡 东 坐标 吕 一 coD8 p= 了 前 0 gp (看 17 示 分 缠 洛 着 生 图 的 长 
叶 辐 和 短 衬 轴 )。 从 (45, 国 和 (15,10) 我 们 有 
P=pD—r+=0 -aise0 d= alcos Ee, 
而 可 上 由 N72 一 季 米 求 ， 最 后 ， 
m=0C08 Eo, HCV 下 -Sn 5,11) 

驮 数 上 从 需 变 到 27 对 应 着 沿 椭 图 转 一 局 ， 

对 双 则 缮 喜 道 进行 完 圣 类似 的 计算 导出 以 下 钻 果 二 

r=a{e oh £—1), #1= 站 sh 二 中 


| (15,12. 
六 二 让 人 一 此 ， y=aw 0 —tshi, 
式 中 矢 数 二 的 数值 从 一 co 到 十 co。 
”我 俏 再 来 研究 在 排斥 的 场 中 的 运动 ,在 比 种 游记 
0U= 语 - (16,18) 
ta 一 0)。 此 时 有 效 位 能 
M2 


Uh = 二 4 
当 了 贞 敌 区 到 co 是 它 从 十 cc 章 秋 地 于 降 到 雪 .， 数 子 的 能 量 只 可 能 
是 正 的 , 因而 运动 总 是 五 限 的 。 这 种 情 况 的 计算 完全 与 .上古 所 作 
的 类 局。 东道 是 双 掉 嫉 ( 当 吾 =0 时 是 摔 胸 燥 }; 

一 一 工 十 ae cos w (15,14) 
bw 种 2 按 原 来 的 公式 (二 ,和 山 决定] ， 它 从 场 的 中 心 党 边关 过, 钠 
阅 切记 未 近日 点 焉 离 “、 

yoi 一 ae 十 十。 CHB, LG: ;| 


它 对 时 二 的 优 惧 关系 由 下 面 的 参数 方程 畴 出 ; 











bo 透 动 方 种 的 积 芬 全 三 之 
r=a{eeh t+1:. 。 
一 G < 过 
t V {eSi 坟 十 它 ) ， (15,16) 
T=atoh t+r), 
Y=0v 1sh£, 
”在 辕 束 本 节 时 我 们 据 出 , 在 


场 UU 一 (0 的 符号 任意 ) 中 运动 
时 ,就 有 正 是 此 种 场所 特 有 的 运 
测 积 分 。 很 容 芭 用 直接 的 计算 检 





恰 加 ”18， 
z [了 十 全 -一 常 向 最 。 多 
事实 上 , 它 对 时 出 的 全 微 南 等 于 

[WMI+ < 六， 


稳 庆 =mfrvl 代 和 大 后 ,上 式 变 为 


.i. a. 了 
PP LEY 一 mv (rE 十 .2 07 (0) 
_ rT 各 1 


按照 运动 方程 oz = “。 可 求 得 这 个 表示 式 为 需 。 
我 们 郑重 指 用 ,就 像 对 积分 和 刀 积分 一 样 ,运动 积分 {45,17) 
是 粒子 状态 (位 著 和 和 过度 ) 的 单 值 画 数 。 在 50 中 我 位 将 下 到, 这 
个 队 加 的 蔡 值 积分 的 出 更 是 与 所 谓 运 动 的 葡 间 联 且 着 的 。 
慷 是 - 
1。 写 求 当 秽 也 在 弄 菩 = ~ 中 运动 而 具有 能 基 瑟 =0 ( 沿 浇 物 线 } 时 ， 
坐标 对 冉 间 私信 晤 . 丰 系 。 - 


解 : 在 积分 
ror 
| 有 
ny mm 
中 作 代 换 "= = 入 红 十 克 )， 


故 果 得 到 匠 冰 甘 涉 站 放下 欧米 表达 式 : 
了 1 Er 


t= 看 — 2 = Hf 二 pi, 
参数 1 的 信 从 一 到 + <。 
2. 就 积 分 质点 在 由 心 堪 DU= -号 ”fa> 0 由 运动 的 方程。 
解 : 按照 公式 全 4,0)， 044, 中 ,对 p 和 /的 兴 答 起 点 你 适当 地 这 择 我 拉 
求 得 : 








) 当 关 -有 时， - 了 = hy | Ne 1 |. 
在 所 有 三 种 情况 下 ， 
MW 


在 (C6) 和 LF 的 篆 - 名 让; 入道 在 4?03 时 赵 近 子 举 标 在 点 ; 竹 扩 就 党 上 比 记 道 
攻防 以 焰 守 的 限 启 有 和 和/ 记 综 于 


入 能 一 小 的 培 量 7) 国 , 有 限 运 动 的 轨道 将 不 青 症 
乓 人 的 了 ,生生 一同 机 四 昌吉 入 动 -个 本 的 有 诺 训 次 aa 一 
(全 洒 一 条 两 种 精 : 兹 下 购 es 


上 


解 : 当 + 具 7 朗科 oy 插 芭 藉 重 新 我 到 ma 附 ， 状 和 的 收 疙 最 由 公 公 





™. 


$2 远 动 方 稳 的 积 徊 [芝兰 前 ] 





式 人 4 了 30) 栓 出 ,我 本 把 此 式 写 成 


se MY 
- 2 2m (BU) ~ 5- 


(为 了 避 况 以 后 山 现 仿 斑 散 积 分 ) 。 合 【= 一 人 tC 并 接 ? 的 广 次 野 开 被 积 
区 数 ) 腾 开 式 的 扫 次 项 粹 册 杂 ， 而 一 欢 项 栓 崩 所 要 找 的 移动 各 : 
a mr 2 ar Hb 
二 一 = Ye ), (C1) 
mr) TREE 本 六 
这 里 我 和 把 对 有 r 的 积分 挤 成 了 党 “ 求 受 役 扰 ?的 运动 的 贝 道 对 dp 的 积分 。 
在 (3) 的 请 况 下 ; 二) 申 的 积分 是 很 寻常 的 ,积分 后 可 得 
Bm BB 
=~ M3 加 op 
[wp 是 (15, 4) 让 相国 的 办 数 1。 在 (6) 的 请 鞭 『 ra 出 
(15, 丰 求 取 二 ， 我 们 便 得 到 


Grayna _ bry 


jp= ~ Wi apr® 
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8 16.， 粒子 的 分 列 

六 晤 与 能 量 的 竺 恒定 律 本 身 就 已 经 可 能 在 许多 情况 下 作出 一 
系 刻 涉及 各 夭 力 学 过 程 性 质 的 很 重要 的 类 前 .在 这 里 特别 重 响 的 
是 :这 至 性 质 完 全 不 依 吾 于 瑚 加 过 程 的 粒子 间 的 得 瓦 作 用 的 具体 
类 型 . 、 

栽 个 先 从 一 个 粒子 “自动 ”*《 即 没有 在 外 力作 用 下 ) 分 发 成 天 
个 “手语 部 分 ”( 序 两 个 在 分 谢 后 就 相互 无 关 耐 各自 运动 的 莹 子 ) 的 
过 程 开 姑 、 

这 个 过 程 在 粒子 (分 昏 前 ) 为 郁 止 的 寻 和 系 统 里 观察 它 时 看 来 
是 最 简 覃 的 了 。 优 据 忠 量 守 恒定 律 , 由 于 女 裂 而 形成 的 两 个 烙 子 
的 冲 重 的 和 仍然 等 干 辟 , 即 粒子 带 淘 数量 相同 方向 相反 的 冲 量 飞 
开 , 而 冲 晤 的 共同 的 丢 对 值 (用 po 败 示 ) 由 能 量 和 守恒 定律 


机 8 一 加 -Bon 二 了 pp 
确定 , 扶 中 人 与 Tio 是 和 焙 子 的 质量 ， 亚 1nrr + -可 op 是 寂 簿 种 自 的 


能 ,而 上 Bw 是 原来 粽子 《 朗 分 狐 粒 子 ) 的 内 能 ,我 们 用 :表示 “分 裂 
能 , 即 崔 能 差 





s = Pan— Bige— Eysn ‘16,4} 
(显然 ,要 作弄 可 能 ,这 个 量 义 当 是 正 的 )。 芝 时 我 们 有 
5 入 (二 十 bo > )= 区 ， \16, 2) 


各 即 由 上 式 决 定 (m 是 本 个 粒子 的 折合 质量 )， 鲁 粒子 的 速度 各 为 
{ 58) 





922 
现在 理 汉 分 俐 粒子 以 速度 广 运 卉 的 计算 有 和 统 中 去 。 通 常 称 
这 一 结算 么 二 为 实验 当 系 就 (或 系统 ) ,和 宛 与 " 谋 性 中 心 洒 技 ” Mk 
人 有 系 芒 ) 不 回 , 在 慢 尾 中 心 柔 统 中 , 总 中 量 等 于 等 。 我 伟 淋 研究 类 
生 和 类 对 中 的 一 个 ,该 上 和 bo 分 着 表示 在 4 系 就 和 如 芝 入 中 的 过 
度 ，。 由 明和 而 易 电 的 等 式 加 一 下 +20 址 9 一 了 =s% 我 们 可 得 
ri si i 22 了 cog 昌 一 时， .6,8) 
其 中 9 是 粒子 相对 于 滞 度 天 证 向 的 飞 册 月。 在 系统 中 ,新 生 粒 
子 的 速度 对 宅 的 飞 电 方向 的 傅 青 关 有 系 册 这 个 方程 式 确 定 。 毕 关系 
可 厌 较 14 上 之 较 形 用 图 饰 法 表示 出 来 速记 虽 是 由 距离 图 中 心 
为 矿 的 并 碟 引 向 人生 乏 为 vo 的 阅 周 上 上 某 点 全 的 向 量 共 出 。 轩 14 
和 6 分 别 对 应 于 六 <w 和 广 > 的 两 各 情况。 在 第 一 种 情况 下 
粒 于 可 琉 以 任何 角 6 飞 出 但 在 第 二 种 情 咒 下 粒 于 只 能 以 不 超过 
gs 的 角 电 长 册 ,sw 由 等 式 
sin 8 《16, 沪 


确定 (由 4 点 历 引 的 限 的 切线 的 万 问 )。 





, 园 村 {6 YF tp 





钝 ”更 隐痛 地 卓 , 虐 散 是 全 各 为 to 的 贡 球 上 的 任 一 点 ; 阁 14 卡 所 机 的 里 起 这 个 理 
的 商 径 奈 富 。 


yn 


Ls 2 粒子 的 分 玫 D8 


—-—- 四 -- -一 -~ - 一 一 一 =， 一 - 


在 同一 调 形 上 ， 和 级 和 只 系统 中 的 飞 内 角 9 和 1 0 之 章 的 关 


出 


系 也 是 旺 弄 易 见 的 ,这 个 关系 由 到 式 
Yo Fin 6, 和 
pg 6 oot + 六 
办 出。 如 果 对 cos 印 解 这 个 序 程 式 , 邪 未 浆 过 入 单 的 变换 后 可 得 


008 = — sin?0 + cos 94/1— sn 9 +116,6) 
当 wo>> 玉 时 ,名和 0 之 蝇 的 关系 是 而 僻 的 , 这 自 阅 其 ,a 岂可 在 
出 。 这 时 看 公式 (16,6) 内 的 根 号 前 应 渴 正 号 ( 因 当 9=0 肝 如 一 介 。 
如 果 wm 二 三 , 那么 如 和 日 之 蔽 的 关系 就 不 是 单 值 的 了 : 每 一 个 6 
的 什 对 应 于 两 个 名 的 值 , 这 两 个 值 与 (图 14,6 上 ) 加 心 引 向 虚 忆 
和 点 口 的 两 个 向 量 对 应 。 在 (16,6) 中 很 号 前 两 个 符号 与 这 种 情 
况 符合 。 

在 物理 应 用 中 技 常 遇 到 不 是 一 个 ,而 是 很 多 相同 烷 子 分 裂 的 
情况 ,由 于 这 个 原因 就 发 生 了 关于 新 生 粒 子 按 方 癌 、 衣 最 等 等 分 配 
的 和 题 。 这 里 我 们 将 假发 所 有 原来 的 粒子 在 实 表 的 运动 方向 是 厅 
乱 无 章 的 , 朗 平 均 削 来 是 各 沿 同 性 的 。 

在 4 系统 因 对 这个 问题 的 回答 是 轻而易举 的 :所 有 的 分 烈 粒 
子 (同样 类 再 购 ) 有 了 同样 的 能 量 , 它 倘 按 飞 出 方向 的 分 布 是 各 告 同 
袜 :的 ， 后 一 窗 断 和 所 做 关于 原来 粒子 动向 的 杂乱 性 的 假设 站 关 。 
这 很 长 盗 味 着 在 立体 角 元 dco 中 飞 济 的 粒子 数 在 总 数 中 所 估 上 比重 
与 io 的 大 小 成 正比 , 即 等 于 -Ge _， 招 dco 一 2 sin bdgo 代入 后 ， 
我 们 将 得 到 棱角 度 06 的 分 布 铺 驶 ,部 

Bin go dg。。 :16,7) 


在 了 当 殖 时 的 分 布 情况 可 对 这 个 改过 式 施行 相应 的 变换 来 得 
到 。 例 如 :我 们 来 确定 在 + 条 桩 中 按 动能 的 分 布 销 况 : 阁 竺 式 








人 
vo 一 Vo 十 于 方 可 得 : 
二 ” 一 3 全 十 ?+ 人 1 上 oog to, 


dw) 
和 区 deos bo= 22oF ” 





2 
在 此 式 中 引入 动能 了 一 (其 中 % 是 mm 或 者 ws 要 看 我 们 所 研 
先天 一 的 生字), 划 交代 入 08, 有 全 和 到 了 的 
dr 
Smovop . (16,8) 
动能 可 取 从 最 小 秆 Tow 一 (vo 一 了 ?到 最 大 值 Don 一 区 vo》 
之 间 的 一 切 值 ,在 这 个 范围 内 ,粒子 按 (16,8) 询 名 分 布 。 
当 一 个 粒子 从 发 为 多 于 两 个 的 者 分 时 , 冲 量 和 能 量 的 守恒 定 
律 仍 热 成 立 , 自 然 , 新 竺 粒子 的 速度 和 方向 进 之 仙 裂 为 两 个 的 情况 
具有 更 大 的 任意 性 。 其 中 可 注意 的 是 , 在 7 芭 统 中 飞 出 粒子 的 能 
量 痉 次 有 一 个 确定 的 值 , 可 是 ， 在 这 种 凡 涡 下 ,任何 新 生 粒 对 可 能 
上 县 有 的 高 量 有 上 有限 存在 、 
为 了 确定 这 个 上 限 , 除开 一 个 茹 定 的 粒子 {其 质量 为 %1) 雇 
外 , 招 所 有 新 生 粒 子 的 第 和 看 作 是 一 个 体系 ,用 ss 表示 这 个 体系 
的 “内 能 ”、 这 时 粒子 ma 的 动能 按照 颂 式 (16,1) ，(16,2) 将 是 


Te Ue (En 一 Fig Dy) 


《对 是 原 米粒 于 的 站 最) 昌 然 , 当 本 ,为 最 小 时 , Tw 将 有 最 大 的 
可 能 值 。 为 此 ; 队 粒 子 mz 以 外 的 所 有 新 生 粒 子 应 以 同样 的 素 度 运 
动 , 这 时 加, 不 过 是 它们 内 能 的 和 , 而 能 最 差 及. 一 训 mr 一 本 ,是 
下 型 郁 。 因 此 


: (am 一 下。 (16,9) 





L161 炉子 的 苍 避 5 


一 -一 


加 是 


. 求 窑 分 橡 成 两 个 粒子 时 两 个 新 华 苯 子 的 飞 出 角 9 8s 之 天 了 的 关 乘 
(在 3 和 - 
解 : 在 泽 藻 中 丽 个 袜子 的 飞 用 乔 忆 860 二 一 Bw 彬 联 滋 。 和 将 tn 情态 
6 走 之 并 运用 公式 电 6,5) 于 两 个 鞍 子 中 的 每 一 个 ,我 们 可 写 出 
es Os Bo trp Sin Bo te fi, 
ra Ho vog Hn fo cter 有 an 
昨 当 从 这 两 个 等 式 中 请 夫 如 .为 此 我 位 先 求 出 eos 加 和 Sin eo; 然后 粗 成 
cos3 Bo -sina go 一 1。 小 户 到 2 = 并 运用 公式 6, ; 我 们 将 求 得 下 刑 


五 程 : 
TE 2 Bin Hoenn (6182) = 
如 His 
i 
Cn) 2 + 2 
2. 斌 求 在 及 藉 : 掏 中 源 牛 粒子 按 - 二 向 分 配 有 的 情 芝 。 
解 : 沪 1 二 TF 时 将 要 与 月 噶 正 号 的 1 全 全 大 116 :我 镶 息 到 所 下 的 


全 也 性 况 六 





可 
十 一 本 EGG93 2 有 
-iu Hd | evst -一 一 | (De) 
~ tl i} 3 3 
a 1——a Sine 
说 


的 机 个 可 能 的 关 洒 。 斌 然 汪 主 埠 加 村 y1j 六 对 
让 的 6&6 的 西 个 竹中 一 个 将 者 加 ,| 矿 咏 一 个 六 诚 少 ; 那 基 就 应 当 取 在 1 人 0 
根 呈 前 带 两 外 符 旺 | 的 不 和 和 丢人 作 和 福 4 : 


a 





] 二 -一 OE 2 站 
， wa fag. 7 -=. i (Dee bmner? [ee 
‘i SI 间 


引 ， 试 求 在 上 系 车 尖 让 个 新 生 迁 芳 -飞天 方 卫 的 夹 障 之 年 的 可 能 沙 谨 。 

租 人 的 外 [ 护 有 181 十 6; tg 能 最 简 
对 池 让 算 内 于。 税 光 所 得 小 示 江 全 报 镑 竺 时 表态 笋 六 全 1 内 双 ee、tzt 有 有 法 
的 训 能 倍 的 党 旋 [ 太 了 彤 证 下 曲 ) 淫 六 下 : 


58 ”和 灶 闻 肆 接 [第 四 奉 ] 


如 果 1T < to A 


刀 果 下 二 vio lwo— Ps i 
如 果 玉 > pa RO 
此 处 之 庆 ;的 秆 由 下 式 决 定 : 
Rin 如一 et Ft) 
二 Tntap 


-时 1 粒子 的 弹性 磁 撞 


如 果 两 个 必 子 在 磺 权 后 内 部 状态 不 发 生疏 变 , 肌 此 稳 碘 播 称 
为 弹性 磺 播 。 与 此 根 应 ， 对 这 样 的 确 擅 运用 能 量 守 : 芒 定 律 时 ,可 不 
考虑 粒子 的 内 能 。 

竹本 在 冰 个 粒子 的 展 从 中心 为 静止 的 计算 系 六 地 肥 统 ) 里 看 
永基 最 简 的 了 。 局 在 .上 节 一 样 , 我 们 用 指标 0 改 示 在 这 有 系 菊 内 的 
各 个 量 之 和 值 。 三 播 前 粒子 在 # 采 入 中 的 沁 度 和 E 们 福 实验 室 系 统 
内 的 速度 Di 和 和 wz 之 搓 的 美 系 为 


| 


Ta 
i = a [ 
he “3 mh 二 TR 


其 中 = 一 Vo[ 见 (18,2)]， 

由 于 冲 量 守恒 定律 ,在 磅 撞 以 后 两 个 粒子 种 量 的 数值 相等 . 方 
向 相反 而 由 于 能 量 和 守恒 定律 , 站 最 的 稳 对 秆 也 将 是 不 变 的 。 因 
此 ,在 对 妥 痪 里 厂 拉 的 硅 汞 是 使 得 这 两 个 烤 子 的 速度 的 方向 与 以 ， 
前 相反 坝 数值 不 变 , 如 果 用 fo 表示 在 础 揪 后 粒子 ma 的 速度 方向 
下 的 各 位 向 量 ' 屠 未 在 大 本 后 两 个 半 于 的 迷 度 (用 “ 柚 招 它们 区 
出 来 ) 将 是 





Mia 二 a Ty 1 
me my wi , La nt Ey ~ wo. C17 ,1) 


为 了 回 到 实 葵 宝 计 算 系统 ， 应 法 将 异性 中 心 的 流 度 FF 加 治 达 些 式 
子 中 几 。 于 是 ,我 们 将 得 到 本 括 后 质点 在 .? 系 悉 中 的 速度 为 








Fr 
Vo = 





L% 17] 洽 手 的 理性 而 所 加 








人 一 Ms vo 二 Tb 十 02 所 3 
ns mm | 
(17, 2) 
* Tu rl a 
机 一 一 一 vot 
mm 


关于 强 性 厂 找 , 阴 熏 和 冲 重 的 守恒 定律 只 能 竺 新 我 们 这 上 此。 
避 于 阿 是 go 的 方向 , 那 它 是 与 孝子 彬 互 作 用 的 规 逢 和 符 厂 揪 时 的 
看 五 全 次 有 闫 的 . 

可 以 在 几 司 上 水 解释 得 到 的 千 果 。 把 速度 换 为 症候 在 这 于 是 
比较 廊 便 的 ,分 别 用 mz 和 me 要 等 式 (17,2) 可 得 


Th 
Di~ muon i Pt Da) ， 
工 





让 ba 
一 一 mnttet eo——— D+ D2) 
Pe? oT ym Fm (Pi + ps, 


(om ar 折合 质 重 小 作 衬 径 为 wp 的 阅 , 并 像 图 二 著 样 


， Ta 十 了 > 

作出 园 玉 。 加 果 宁 位 向 量 Reo 
沿 着 00 的 方向 ,于 么 向 蝇 
A 和 OB 就 欠 出 各 谱 的 证 
量 和 2B2, 罕 芥 定 B1 和 
Dp; 的 茶 件 下 , 辆 的 全 径 和 点 
4 与 点 上 的 位 甘 古 固定 的 ， 





而 点 必 在 天 周 上 可 以 有 尾 意 
的 位 什 。 TE mp 


我 们 比较 疾 灯 二 来 研究 A (Pip 
一 下 页 撞 前 的 粒子 中 有 一 个 
《假定 所 就 是 带子 rs) 是 处 
于 静止 的 和 情况。 在 这 个 精 况 图 姑 . 

下 ,有 长 府 08 = 元 -2 和 中 径 相 等 ,部 月 点 在 轩 半 .上 。 


OB= i (p1+ 22) 


0 科学 矶 撞 . [第 四 尘 | 








入 辣 晤 4B 和 散射 前 第 一 个 粒子 的 站 量 2 相 笑 。 这 时 4 点 是 在 
国内 (如果 ma) 或 在 加 外 (如 果 m>maz)。 在 圈 16,4 和 6 .上 本 
-册子 与 此 相应 的 关 形 。 轴 形 上 的 角 包 和 网 是 在 辜 斤 后 粒子 相对 于 
描 者 方向 (PD; 方向 ) 的 恼 角 ,用 % 袁 示 的 中 心 角 ! 世 确定 各 的 方 何 ) 
是 在 恰 性 中 心 系 竹中 第 一 个 粒子 的 转移。 由 国 可 知 , 和 角 凡 和 所 能 
名 通 过 和 角 > 用 公式 





Ca mL hy {#1 i 


4 往生 。 


强硬， 
. 事 示 。 同 样 我 们 可 淮 出 用 同一 角 * 确定 厂 机 后 两 赵 子 深度 契 对 值 
的 共 式 
A mm 0 也 


1 er 各 
销 一 人 yo pe min 。 (17,8) 


包 +0, 是 在 磁 所 后 两 粒子 飞 册 方向 间 的 夹 角 , 显 委 当 9 Mg 
时 仿 十 虽 > 总- 站 各 1 时候 十 名 二 总 -。 

如 果 辜 加 后 两 粒子 在 一 条 惠 秋 上 渤 动 (正面 镍 击 ), 居 7 等 于 
| 如是 训 让 闷 的 位 苹 在 志 笠 上 , 半 和 在 且 的 左 琅 ‘ 握 了 ， 这 持 pi 





了 粒 手 的 琴 狂 呈 失 时 





与 po 吾 有 和 反 的 天 向 ) ,武者 在 4 利己 之 卫 ! 1 869, 于 于 各、 Dz 
有 病 --- 方 入， 
和 这 下 人 村 > 殉 - F;, 站 全 全 其 洁 的 进度 编 加 十 








“EF i “} 
和 本 二 | ba 1 区 四 Tt 了 。 17 A 
= - 4 一 tr LT 
331 十 季 1a Er * 


这 时 琐 隔 他 是 景 尖 可 能 的 蓝 ， 困 此 原先 静止 的 粒子 由 于 食 撞 证 
可 人 能 得 和 璋 的 最 大 能 重庆 


ta 
Pal nn 3 ， 
mm _ := 2 a 2 . A 17Y 7 
2 0 We J ne) pi \ 了， 


式 中 心 =23 呈 是 是 硕 报 前 证 戏 新 的 泪 子 的 阅 通 是。 

一 拉 子 说 反 后 的 淋 度 可 有 全 从 请 向 和 但 
天 m2 运 天 粒子 的 全 
计 而 不 能 超过 蔡 一 个 明天 全 ， 
叱 最 厂 检 对 应 于 说 点 的 著 个 位 
填 ( 风 瑟 , 六 ,六 在 上 位 什 时 
肯 生 4C 秋 圆周 相 切 很 机 
最 ，6in Finar = 5 或 者 





异 重 相亲 的 两 个 粒子 {其 图 茹 . 


中 之 一 东 > i ) 的 三 撞 竺 济 季 音 。 这 时 未 只 是 :二 碾 ， 而 里 4 点 


坟 广 于 关 膨 上 上 (图 7 这 时 





亚 -一 一 
i= 9 一 一 <， (C17,9) 
0 COs-， 71 Sn o 17,10) 


他 误 指 出 .便衣 撞 后 隔 粹 手 习 出 的 太 向 开 刻 过 骨 ， 
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登 题 
1， 在 运动 粒子 m 和 解 止 粒子 ma 楼 撞 后 ， 斌 在 4 潍 间 中 通过 它们 的 依 
角 来 溉 东 它 们 的 速 订 。 
解 : 出 喜 16 可 看 出 8 二 2-08'ros 8; 或 鸽 


ts 一 = Op eog Bam 
# 


对 于 促 量 着 二 44C 我 们 页 方程 
OC AO3 FP ~ AO pr on 





本 
rt 
1 所 瑟 和 P11 一 1 
(SY ~ 2 oo 0 0, 
+ Pad 条 ni 
出 此 ， 
ot 
EH ET 1 pe 
(= C08 上 二 A NE gir? Dr 
x Fi Wr mi ta 


( 当 Hs > hy 时 ， 模 号 前 两 个 入 车 都 皇 可 冯 面 在 Wy 1 和 ， 尺 可 上 月 是 定员 1) 


$18， 粒子 的 散射 


在 上 上 沁 中 已 名 指出 ， 先 全 确定 两 攻 闻 磁 揪 的 耕 果 (确定 角 7 ) 
要 求 考 钻 阐 粒 子 生 相 作用 的 具体 规律 类 解 运 动 方 程 。 

”首先 ,我 们 按 一 般 伟 加 素 研 究 一 个 等 将 的 十 是 ,这 是 一 个 里 景 
为 可 的 焙 子 站 为 心 (位 于 粒子 的 异性 中 心 ) 不 动 的 声 UU(7) 中 亿 转 
的 问题 ， 

在 $14 中 已 于 指出 , 粒子 在 中 心 场 中 约 轨 道 ,相对 于 通过 轨 
道上 次 中 心 最 近 的 感 所 作 的 直 矿 ! 辕 18 中 的 04) 基 对 称 的 。 因 此 
轩 省 的 两 条 新 近 散 和 这 条 省 艇 相交 的 角 是 一 样 有 的。 如 果 用 go 来 
才 示 这 个 和 角 ; 天 么 下 圈 可 昂 ;, 籽 子 在 它 飞 过 中 心 附近 记 后 的 依 角 是 
X= Tio! (18,1) 
各 损人 发 莹 (4, 站 ,qo 明和 记 下 面积 分 来 六 定 : 








Fi = 一 := 一. 一 = 9 5。 2 


这 是 从 粒子 窖 中心 最 近 的 
位 圳 到 无 穷 远 的 位 证 来 
取 积 人 芬 . 必须 如 本 一 下 ， 
ra 屿 根 尘 时 页 表达 式 的 
根 。 

在 我 们 这 里 所 讨 座 的 
无 限 运 动 的 情况 下 , 采用 
粒子 在 无 汐 远 处 的 速度 
xuw 和 所 请 睛 淮 上 距离 / 
要 氏 杰 帝 晤 了 天 和 于 特别 方便 “上 隅 准 中 区 是 从 中 心 辐 方 癌 
所 引 慌 在 科 的 长 度 , 尔 朗 这 样 的 趴 离 , 如 果 力 场 不 存在 , 出 粒子 以 
这 冬 的 距 鹿 从 中 心 觉 边 闲 过 .能 员 和 甜 按照 下 刚 式 子 遂 过 这 两 个 . 
持 事 未 : 





Mt (8,3) 
而 到 式 (18,2) 汰 取 
0 o 守 
(18,4) 
VE 要 
Twn 下 一 obs, 


的 形式 。 它 与 (18. 了 一 起 末 决 定 X 对。 的 依 琥 关系 。 

在 物理 渤 用 中 一 般 必须 退 到 的 不 是 一 个 粒子 的 依次 ,而 是 落 
名 散射 中 心 的 有 相同 远 度 的 作 辣 粒子 所 钥 成 的 整个 粒子 束 的 笋 
射 ， 在 束 内 不 同 的 粒子 有 着 不 则 的 “ 镶 准 收容 ”因而 相 虽 地 也 以 


” 不同 的 角度 x 散射 。 我 从 用 28 发 东单 位 于 间 内 站 和 x 十 x 角 


BE4 和 糙 子 详 撞 [党 四 章 ， 


度 内 所 散射 的 粒子 数 。 这 一 数 日 本 身 不 便于 描述 散射 过 程 的 哇 
镍 ， 因为” 区 人 了 入 对 种 于 东 的 各 度 (与 密度 戚 正比。 所 以 我 们 
引信 关系 式 





de = 18,6) 


其 中 4 是 在 好 位 时 浊 内 通过 殿 直 于 东 的 单位 截 曾 积 的 粒子 数 当 

然 ;, 我 们 假定 粒子 汞 在 自已 的 整个 堆栈 上 是 均匀 的 )] 。 这 个 比 素 有 

面积 的 因 次 , 称 为 散射 的 有 效 稚 画 。 它 完 至 由 散射 起 的 形式 所 决 ”、 

定 , 是 获 射 过 程 的 一 分 重 要 特性 。 

如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 之 音 导 下 降 夯 数 , 期 > 和 p 间 的 关系 

区 互 为 单 值 的 。 在 这 样 的 情况 下 , 在 骨 区 岗 x 和 % 十 dy 办 散射 的 

只 是 其 瞳 淮 距离 在 一 定 的 区 沿 pl 和 ptx) 十 dp (xX) 内 的 粒子 。 这 

种 粒子 的 数 月 等 于 ww 与 年 径 为 p 和 pdp 的 两 圆周 闻 环 形 面积 的 
乘积 , 序 dN 一 2mpdp*n。 所 以 有 效 蕉 面 为 

fo =27pdp 。 (18,.8) 

. 为 了 找到 有 效 截 面 对 于 散射 角 的 依 闽 关系 ,只 要 把 此 式 收 写 ” 

底 

do — 2rp (2) | 到 全 | (18,7) 


就 足够 了 。 这 里 取 微 商 的 移 对 值 是 因为 它 可 能 是 负 什 ( 像 一 


般 常 有 的 情况 ) © 。 各 沛 并 是 使 do 不 属 乎 面 角 元 履 ， 而 讨 立体 和 
元 to. 在 两 个 晓 仍 为 x 和 > 十 哆 的 大 锥 体 间 的 立体 和 角 是 加 = 
一 2r snyox。 所 以 从 (18,7) 我 们 有 


do = | dp | 
din 区 dy 





(18, 8) 
“ 泽 回 到 并非 在 不 动 的 力 的 中 心 而 是 在 其 他 最 初 部 止 的 粒子 上 


中 如 果 画 数 pg 是 多 镇 的 , 闭 末 昌 的 应 当 洒 本 数 各 分 酰 取 这 类 由 尖 式 的 种。 


L$ 18] 粒子 的 数 诺 $5 


粒子 来 散射 的 实际 问题 时 , 我 们 可 以 说 公式 (18, 嫉 决定 惯性 中 
心 系 竺 内 有 有效 截 西 对 坎 射 角 的 依 畏 关系。 为 了 找到 实 豆 崇 系 纺 内 
有 效 礁 六 对 散射 角 的 依赖 关 和 对 ,应 当 把 这 公式 内 的 Xx 按照 仅 式 
?7,4) 通过 吃 来 囊 示 。 达 时 人 射 粒 子 东 的 散射 截面 的 豆 达 式 (x 
通过 由 表示 ;和 景 初 静止 的 粒子 的 表达 式 人 通过 6: 霄 示 ) 独 能 得 
到 。 


者 是 


IT， 版 决定 粒 子 在 秆 径 为 和 的 央 体 球 上 散射 ( 亦 即 相去 作 用 的 规 事 为 当 
+ 有 = 人 0 
的 有 效 截 面 。 

解 : 至 为 在 球 放 粒子 自由 运 
动 ; 而 壕 入 球 雁 一般 是 不 可 能 的 ， 
那 本 都 道 昌 机 鸡 于 通过 孝道 与 球 
的 详 点 所 引 衬 径 对 称 分 布 的 丁 和 条 
直线 粗 成 : 面 19}。 由 图 可 此 





。 - 学 性 避 全 旺 交 
PRL fon A 圆 了 a. 





代 大 (8 7 可 和 时 8 的 部 得 


dr = sinx dx= 人 do) (1) 


式 序 奏 引 条 款 内 散射 是 各 向 同 竹 的 。 对 侍 部 站 体 角 积分 2 起 得 到 至 视 楂 
or 一 #3) 这 好 "天 准 面积 "是 小 球 的 蕉 面积 相符 合 “ 腾 准 面积 "是 粒子 要 散射 
就 必须 射 于 共 上 的 面积 。 

汶 了 过 渡 到 4 系 耕 , 应 根据 (17, 小 把 x 通过 抽 玫 示 出 。 计 算 完 全 与 $16 
者 题 2 相 类 位 上 由 于 公式 民 站 吉 与 0, 外) 在 形式 上 相同 ]。 当 而 1 忆 10a (pa 是 
粒子 的 贤 量 ，ms 是 小 球 的 里 基 ) 时 ,我 们 异 得 玛 





OOO 





do (C$) 








当 ma 一 pa 时 我 们 有 
dq! = 3 | os Oy | dur 

这 租 可 列 接 用 x= 26; [根据 (17， 9)] 代 大 (1) 担 出 。 加 

对 里 和 初 栈 小 的 小 球 我 们 总 有 x 一 5 一 293, 将 之 从 天 人 (1) 期 各 

dra™ loon 0 :do 

2- 在 周 祥 的 情况 下 , 把 有 效 堆 而 表 为 散射 粒子 所 损失 沪 能 是 。 的 醒 数 。 

解 : 袜 于 mm 所 失去 的 能 景 与 粒子 ms 所 得 到 的 能 最 相同 。 根 据 ?7,5) 
和 {17; 丰 有 





1 7 总 = 区 
i | a SIN 
2 fr: + Pea}? 部 pal: 3 和 
下 一 = 1 - 1] 1 
出 噬 Em Sl x cry 


将 此 起 代入 可是 1 的 式 f 开 ) 中 部 得 


ri 
站 厅 — wa 本 
3 


在 以 老 到 muz 的 整个 区 间 上 散射 竹子 按 = 炉 网 秃 布 是 均匀 的 ， 
3， 在场 fear 内 散射 时 ,有 有效 截面 是 如 何 依 正 于 粒子 的 束 庭 + 的 ? 
解 : 根据 (10,3) ,如 果 位 能 是 大 = 一 # 赤 的 齐 次 画 数 ， 那 本 对 于 类 信 的 由 
-得 ，pc=sep-2x 或 
p 一 22314 f(x) 
《类似 炬 道 仙 角 x 是 相同 的 ) 。 代 入 (18,6) 却 求 得 
人 co 。 
4. 六 确定 在 入 半 向 UU 一 一 点 之 中 心 “ 陈 落 " 时 和 的 有 效 歼 而。 
解 : 同 中 心 “ 竹 东 ?的 是 满足 条 伯 2a> mpzc3 了 是 (11)]， 灾 序 共 瞄 村 


距离 不 超过 ooss ; 站- 的 灶 于 。 因 此 及 求 的 有 效 允 而 


A 
Un qt 放 
hh 


[§ BJ 粒子 的 散射 67 





I 


同上 通 , 倡 场 C= 一 (n>2,8>D。 
解 ; 有 效 位 能 


fr pi mx 
“hh Dra pn 


对 ?的 仇视 美和 对 育 图 20 的 形式 ,其 上 的 最 
太 俱 
i Heeb) 多 是 和 三 = n= -人 tr y 人 
疝 中 心 禾 洲 ?的 是 其 名 一 妥 约 烷 子 。 从 
苇 件 [= 壤 泛 确定 paxy 我 们 将 得 到 
-= 
， 试 确定 粒 闻 同 球 圾 面 | 闪 攻 时 站 有 效 蕉 而 , 设 球 名 : 质 鞭 沟 may 尘 笃 为 
“ a 量 泪 千 吸 引 才 了 秆 ( 和 质量 为 4) 、 
解 : 湾 划 款 面 的 荣 性 为 不 等 式 ?min 过 弄 ) 起 由 foi 是 栓 于 四 道上 入 球 沁 
访 注 的 Tz 2 的 盟 直言 证 佑 | ;上 才华 于 条 人 寻 rnin ry 这 二 了 亢 称 全 EE 二 或 


的 中 是 5 放 常 款 ]; 我 要 


灌 汶 nro Hy 打假 底 ni 过 - 申 此 求 得 Stax 后 郎 得 


Lo 





El 


to 时 自 多 地 ;有 效 礁 而 扑 扩 于 球 的 几何 起 面 ， 

7- 就 按照 答 定 的 有 效 碾 面 对 在 粉 定 的 雍 莫 石 时 的 散射 角 的 傣 刍 尖 颖 反 
过 来 求 散射 玛 有 Cr) 的 形式 ， 假定 太 ( 站 是 了 的 望 调 下 降 西 数 ( 欧 引 场 )， 而 用 
TD U0. G. 飞 尔 功夫 ，T1933) 。 

解 ; 按 带 射 角 积分 @ 依 公 式 


| 全 zp2 {1) 
| 本》 


雇 宗 是 "此 淮 记 况 "的 玫 态 ;因而 加 委 2000 [以 及 x(t] 也 可 团 作 是 褒 定 的 。 
引入 笠 号 


i + 3 小 汪 了 记 = M1- 二 f 
r 只 


到 时 把 公开 相生] 谍 


09 ”久子 磺 撞 [ 幕 四 半 ] 


2 才 一 时 人 ， 
-上 a 2 : (3) 
式 中 0 六 是 三 各 32 (80) 一 晤 二 0 的 概 。 

太 程 (3) 是 范 数 me 人 的 积分 方程 ， 它 可 以 用 类 个 于 让 中 所 应 用 的 万 
法 来 解 。 将 53 ) 的 两 边 痢 了 徐 以 We 一 > 并 对 dz 以 才 到 & 积 牙 ,部 可 技 到 


a WX} Ar =- 六 dar 
| 2 amt Jols vrw?— sa) (一 


» 


samy 人 _ 六 ” 人 
本 0 rz AA i (一 二 企 TD 


用 分 部 积分 法 积分 等 式 左 边 , 上 式 变 为 
TAN G 一 -/ MET dr rj 站 


把 已 得 的 关系 式 对 a 税 分 , 然后 将 5w(%) 简 沽 为 s, 与 此 入 成 将 6 换 成 二 
将 等 式 卫 成 微分 形式 ;出 得 到 


ra 小 到 也 - 训 4 学 所 #5 。 





wine = a 六 CL 


这 方程 可 直接 积分 ,而 且 在 右边 蝶 当 改变 对 dz 种 对 a gal 积分 芍 芽 序 。 才 


说 到 当 s=0 (部 和 >c) 时 应 当 有 w=1 (部 口 = 昌 ， 并 岳 回 原始 的 变量 y 和 
py 划 得 到 (两 个 等 将 形式 的 最 芒 的 瑟 果 : 


外 一 如 芋 广 [2 argeh.: 全 :各 ao|= expl i es). 【 生 ) 
对 于 一 各 +> fmi,， 即 在 具有 和 定 角 昨 帮 的 散射 粒子 实际 上 所 通过 的 7 的 区 
关内 ， 这 一 公式 以 厅 明 重 的 形式 决定 范 数 关系 ww(r}[ 因 而 也 决定 (7)]。 





&I 巧 ， 上 庶 瑟 福 公 式 
前 面 所 得 到 式 的 重要 埠 用 之 一 万 是 研究 硕 电 粒 子 在 岩 偷 场 内 
的 散射 。 


和 19 1 放 滨 址 公式 6 


奉 ClR 人 中 假发 区 一 了， 进行 稍 昌 的 积 苍 ,我 全 加 得 六 


Pn A ON -je 1 
[3 
VT ) 


了 全 | rk 
册 此 PT 而 呈 Po 





(ww 本 ! ， 期 下 这 三 为 





nh 
PP] 
nm 


EE 上 1 
mm, 但 


‘19.,11 


河 x 束 秘 分 下 起 并 代入 (8, 门下 者 (8,91, 我 们 恒 拓 到 


aa Ge 
和 sin 
2 
王 江 
Mio = (3) 时 (19,3) 
上 dim 
am -所 


这 就 是 所 关 眶 瑟 引 公式 。 应 访 指 出 ,有 效 项 面 不 优 屯 巴 = 的 猎 号 ， 
因而 :所 得 的 精 果 相对 于 斥 力 或 引力 的 率 恰 声 而 普 都 一 样 。 
公式 (19,8; 葵 出 在 相 王 克 撞 的 粒子 的 温 性 中 心 为 裔 目的 曾 算 
雍 就 中 的 有 效 蕉 面 。 依 染 盆 式 (17,4) 可 以 进行 漳 实 上 验 富 华 标 下 的 
挛 换 。 对 于 原先 静止 的 粒子 ,将 x 一 T 一 205 代入 [19,2) ,我 们 便 
得 到 | 
drs=2r(- 2 Y). sin 外 0, (es) -0 {19,4) 


CO Fy ma cna Ht,? 
但 对 于 A 和 ff- 下 二 1 沁 欣 在 一 融 的 情况 下 会 党 市 裔 复 少 的 从 
-站 ， 筷 全 由 指 出 两 个 特殊 的 情况 。 


TO 粒子 碰 毛 [第 四 章 ] 


如 果 敬 射 粒 子 的 质量 mr 较 之 被 散射 粒子 的 质量 mm 天 很 多 ， 
吾 入 Xx 守 内, 而 % 守 Wii, 所 以 





dr) -2 : (19,85) 


sim 坟 
起 中 mr 各 是 义 射 粒 子 的 能 量 、 


如 果 两 种 粒子 的 翌 量 相等 (mi =may m= 人 啊 ) ,那么 按 昭 
(17,9), x 一 291, 代入 (19, 匀 部 得 


dz-ax{ 辣 名 分 dg, -= (#-) 2 人 do;， (19,6) 
如 果 两 种 粒子 不 公 质 量 相 等 ,而 且 这 些 粒 子 尘 至 相同 ,那么 在 散射 
后 把 原来 运动 著 的 粒子 和 原来 是 静 正 的 考 子 区 别 开 就 沟 有 海 多 
了 ， 殷 ocx 和 dos 相 加 再 和 把 闪 和 6 挤 成 共同 的 秆 8, 我 们 就 得 到 


所 有 粒 于 的 共同 有 效 鹤 面 


do = =( 和 总 EY) (y+)o0n 0 do, (19,7) 

我 税 再 重新 回 济 普 到 的 公式 (19,2), 用 它 玉 确定 散射 粒子 按 

机 失 能 最 的 分 配 ,这些 能 量 是 由 于 础 村 而 为 散射 粒子 所 失控 的 。 

在 稚 散 秧 粒 子 时 量 mr 和 散射 粒子 质量 ms 之 山 杜 意 上 比例 的 身 疯 
下 ,散射 焙 子 所 获得 的 速度 在 % 系统 中 省 过 散射 角 才 未 为 





[ 见 灶 7 5)]。 租 应 地 ,这 粒子 所 获得 的 也 就 是 部 子 mx 所 失去 的 能 
量 等 于 


人 

Dr Dr 

一 = ein 区 o 
La 


ml 


六 二 


从 这 里 用 = 求 表 sin3 再 代入 (19,3) ,我 们 便 得 到 


中 


尽 嫩 ' 


-i 


ES 1 1 疏 瑟 从 


| 内 











,61 


当 芷 确定 有 效 截 面 作 加 报 失 能 熙 8 的 画 数 时 ,这 公式 因 答 所 提出 的 
启 题 ; 握 全 能 晤 在 这 入 交 于 可 以 亲人 队 深井 。 2 和 一 … 答 
马 


* 习题 


， 让 求 柱石 -二 【有 3 的 田 三 斌 届 的 有 效 裁 面 。 
解 : 从 所 

















| Dn 一 do 
焉 了 | A - 1 一 
有 效 藏 下 ji wat Dr 一 : A 与 了 六 所 


2、 武 求 被 盾 径 为 和“ 织 度 ”为 re 们 球形 位 能 阱 (部 2 7 时 声 已 0， 
首 "<2 时 了 一 90 藤 射 的 石 效 藏 古 。 

解 : 当 蓄 子 进 大 位 能 腊 和 愉 售 能 寿 四 出 洲 光 时 候 ) 它 的 址 此 屈 道成 规 
“ 折 时 了 。 营 腿 附 于 呈 7 的 习题 ,大和 对 阳 a 和 折射 角 6 因 321) 用 人 以 下 尖 柔 式 
和 详 悉 阔 : 





B13 姑 ,2 
~“ 3 V1 二 
1 [el 了 所 . ,此 
SU HH J 


入 章 为 2 一 2794 一 有 。 因 王将 


EE 档 子 赚 扩 “ [第 吧 章 ] 
snl -- 2 ) 7 


, pe _1 
ne Te 
洪 坟 个 笑 开 以 站 由 图 目 明 怕 订 上 见 的 关 邓 工 
下 和 HT = 


中 消 兴 a) 我 得 就 得 到 Pp 和 x 之 间 的 美 双 这 


- 
之 STR 





mi 一 并 一- 一 自 
-1 | 这 
好 一 中 1 一 COR— ~ 


最 与 微分 这 等 式 : 我 们 全 得 色相 效 蕉 面 
| x 
dos 可 0 Fr econ) 


| 天 蛮 化 的 区 并 是 愉 需 全 二 =) El 站 ,> p=&) § Hmnr 出 下 式 确 兴 * 
. 2 了 


too | 


i 
hm 
加 3 和 


由 浪 图 锥 Xx 三 Xs 内 全部 和 角度 对 er 的 积分 所 得 到 的 全 有 效 蕉 面 ;自然 等 
广 儿 何 蕉 而 的 面积 zxe2 。 


0， 微 偏 角 散射 

如 果 研 究 只 是 在 很 大 负 准 距 痊 .上 的 砍 捞 , 那里 场 V 是 很 异 
的 ,因而 偏 角 相应 地 也 是 很 微小 的 , 是 有 效 蕉 重 的 计算 大 大 地 简 
化 。 这 时 群 算 可 以 立刻 在 实验 室 计算 系统 里 进行 , 而 不 引入 筑 性 
中 心 系 攻 。 

选择 z 则 治 薇 获 射 粒子 (粒子 oo) 最初 的 部 最 方向 , 而 选择 本 
i ey 在 散射 平面 内 。 用 咏 ; 来 毒 未 散射 后 粒子 的 齐 若 ， 我 们 有 最 
面 易 见 的 等 式 

sin #1 = 5 
对 于 微小 仿 离 的 情况 可 以 近 供 地 上 所 来 代替 sin 访 ， 而 在 范 苹 中 
用 起 始 冲 量 和 一 m026。 浴 代 甸 允 ， 妈 有 | 


1 2201 向 沪 骨 总 种 人 


FF 





2 {230.1) 
wy 20, 
其 次, 线 狼 PD=y, 那么 沿 y 轩 六 于 的 总 的 夫 晤 为 
Hy! Fat. C20, 21 


- ， ， a a dr dU i 
下 [ Hw 二 一 一 -.. 二 一 一 -一 一 . 
国 时 力 Ly Pa! dr oy dar 


果然 (20,21 的 积分 二 多 合 有 小 量 如 , 刑 过 在 计算 时 以 赔 样 的 
近 侦 可 以 认为 粒子 完全 不 仿 窗 口 已 起 韦 的 路 征 , 就 是 语 作 涩 这 
(以 带 度 3 交 芒 ( 语 让 线 y=2 渤 动 ， 和 这 些 和 算 局 我 们 很 可 在 
(20 ,2) 中 


“总 


于 是 得 到 A 0 i et es 
,一 


2 了 

最 后 ; 我 们 把 对 翼 的 积分 意 鸭 为 允 dr 的 积分 。 斌 然 对 于 许 
邯 路 径 拓 一 嫩 十 后， 那么 当下 大 一 20 准 到 十 2 时 ,7 就 认 吕 变 到 
号 而 艾 从 5p 变色 20。 因 站 对 oy 的 积分 就 精 灰 为 对 dr 从 pp 到 > 
的 积分 的 两 倍 , 而 日 . d2 蕉 代 柳 如 下: 


Po 
uw < 网 
对 于 散射 角 (20.1) 我 们 最 后 得 到 以 下 的 洗 达 式 人 多: 
ut er 


由 二 (20,) 


ey 2 A dr Nr 0 
此 式 色 确定 在 微小 俩 离 畏 况 下 所 费 求 的 名 对 pp 的 依 末 美 系 . 葡 


全” 如 染 进 行 定 屠 性 向 必 系统 中 所 进 的 他 部 粮 晤 , 于 我 便 对 末节 将 得 到 峙 样 的 棒 
让 和 式 , 而 及 0 殴 如 代入 ,这 是 和 下 列 事 实 家 其 应 的 :微小 角 让 和 这 识 阴 1 全 贡 捧 
EE 


对 [有 :全 


“4 粒子 磋 捕 [各 站 全 ] 





和 的 有 效 藉 面 (在 了 系 耗 里) 按照 和 8,8) (其 中 这 出 代 赫 四 同样 
的 公 式 可 求 得 ,而 且 sin 而 在 这 里 同样 可 以 用 由 来 代 蔡 ; 


jo | dp | Pit) 
do QA Bi do (40,4) 





z 如 是 
公式 上 8 及 握 出 公式 (20:3)。 
为 了 在 直面 能 避 台 他 发 散 积 分 ,我 们 把 公式 118， 人 D 厨 威 
ofr . 2 277 
0 2 Thntn Ji 1 Ht, 
而 且 我 位 本 大 的 有 限 汐 是 六 作为 上 限 是 想 以 后 过 流 到 极限 sc 。 由 于 如 
和 独 小 :我们 把 根 号 光世 的 应 次 恨 开 ;而 fiwin 近似 地 用 要 代替 : 
= PAF 2 本 了) 如 7 
Po 户 2 与 Tap 应 mA 一 二 
在 过 琅 儿 办 限 Teo 以 后 3 第 一 个 积分 等 于 二 蔬 先 分 部 地 改变 一 下 第 二 项 
积 牙 ;我 的 己 得 到 和 公式 人 0 红 禾 效 的 天 这 式 


2 下 人 320 at dr 
区 二 不 一 2pn 一 25f 一 Ar 二 一 | 有 7- 订 。 


Op 人 - Mit 
2. 求 在 一 (za> 0D) 的 场 内 微 坑 色散 射 的 有 效 蕉 面 。 
解 : 控 轨 (20,3) 起 我 们 三 
2nan f= i 
i ne) rr oo 
施行 代 的 点 -xy 积分 沙 变 为 欧 蔓 积分 ,通过 了 画 数 光束 示 ; 基 


二) 




















by- 205 r{ ， 
| 

以 这 里 通过 ;来 梁 示 bo， 再 代 大 120)4 内 我 们 便 得 到 
1 eA 2 


a Ti 
一 -一 一 一 一 na 
r{ "| 了 1 二 | ! 、 Ye 





Wr = 





第 五 章 ” 微 振动 


§ 21. 一 礁 许 由 控 动 

殷 常 部 的 一 者 六 学 停 系 的 运动 类 班 是 体系 在 其 称 定 平衡 位 莉 
周 硬 证 行 的 所 部 微 扳 么 。 秃 和 辣 从 体系 只 有 一 个 自由 度 的 长 箭 音 的 
生 吕 于 如 来 研 宛 这些 运 盖 . 

体系 位 能 Tio) 下 有 最 小 值 时 的 位 置 对 度 子 稳定 誉 衡 ， 革 这 个 
{证 臣 蛋 高 城 引 起 已 网 使 你 未 返回 原装 访 的 方 dUjdqg 。 民 们 用 
2 来 袁 示 厂 这 给 称 下 信贷 位 可 的 优 。 在 对 第 衡 位 闭 的 各 痪 为 复 小 
乓 本 导 下 ,村 这 UEG 一 i 接 4 一 gn 的 方 次 来 展 于 所 得 的 践 并 
革 中 和 保留 不 为 淤 的 第 - -项 就 已 加 是 钥 了 。 在 一 般 人 衣 沈 下 ， 和 这 是 汪 
-从 下 的 项 

Ul Ug 号 4 一 go)， 


式 中 广 是 还 敌 数 [一 丈 导 数 [7g 在 4 一 和 时 之 值 ]。 以 后 我 们 对 
敬 租 能 将 失 它 故 最 小 能 算 超 [各 区 亚 (eo) 一 四， 引信 

了 C21,1) 
去 示 举 标 对 年 街 位 置 绷 的 颁 痪 ， 这 样 一 兴 ， 


i rE 
Ein) (21.,2) 


共有 有 一 个 昌 册 诬 的 栖 杀 的 动能 下 -- 撕 情 计 下 是 


j 1 . 
i 1 ms 
ai rr i 

br 此 : 有 2 er 多 - 


bi 的 过 可 在 9 二 go 村 入 复 
【人 


如 二 


5 [| 、 [ 彰 五 蔡 


[ 


来 代 寺 就 可 以 了 。 为 了 笛 罕 起 史 ， 引 太 泥 号 9 


汉 \0) 二 
我 的 使 得 到 做 一 稻 微 振动 的 体系 名 的 扩 辐 朗 日 融 数 表示 式 : 
Hi Rp ws 
LD= -人 《3 让 号) 
对 庶 于 这 个 画 数 的 运动 方 竹 是 
0 {21 ,44 
或 省 
十 届 23 一 由 ， (C241.5. 
这 时 我 们 淋 用 了 记号 
有 ,A 
“YE 四 (21,6) 


闭 性 微分 方程 ( 叫 ,5) 的 商 个 锰 立 解 是 cos of 和 sin of, 所 以 它 玖 
鞠 进 和 解 是 
wo Ot CS tt (91.7) 
这 个 表述 式 也 可 以 写成 
=aC0gi0f Te . 21 ,8) 
颖 然 cos (ot 二 a) 二 co09 wto08 0 一 sin oftgine, 荐 这 和 (21,7) 比较 就 
”表明 ,任意 常数 a 和 a 与 常数 5 和 cs 由 下 列 关 和 柔 式 联系 : : 
a=M GF taea= 一 旦 ， ‘(21 ,9 


可 见 , 体系 在 稳定 平稳 位 证 附近 作 赦 和 振动 。 在 (21,3) 中 略 
期 性 因子 前 的 系数 a 称 为 振动 的 密 幅 , 而 余弦 的 帐 角 称 为 振动 的 
位 相 , « 莫 位 相 的 初 值 , 宪 盟 然 估 束 于 时 交 计 算 起 点 的 选择 。 景 必 
苏 为 振动 的 循环 类 率 , 不 过 在 琛 窒 物 理 中 通常 稍 称 它 为 频率 ,我 们 
以 后 也 将 这 痒 称 它 。 

频率 是 和 运动 起 始 条 性 无 关 的 振动 的 基本 特征 量 。 按 全 式 


人 束 草 我 全 着重 指出 , 只 有 在 工 基 粒 竹 的 节 卡 加价 慰 时 ， 效 屋 必 地 利信 芯 栓 合 。 
到 ”这 样 的 体系 带 常 称 汶 一 弘 报 壮 。 





、 一 直上 由 概 直 7 





( 引 , 全 宅 完 从 由 力学 体 双 和 本身 的 性 拷 所 决 守 8。 钥 是 应 访 指 出 ， 闫 
率 的 这 个 性 质 ， 是 和 我 们 预先 假定 的 拨 动 的 微 渭 性 相 联 系 的 、 当 
提 癌 近 和 但 竹 大 时 ,这 个 性 质 就 不 弃 在 了 ， 从 数学 绰 点 上 来 看 ,类 歼 
的 这 个 性 质 是 和 亿 能 对 坐标 的 一 演 国 数 关 系 得 联系 的 了 。 

作 徽 振 冯 的 体系 的 能 量 是 . 

万 二 人 CR 
把 !24,8) 代 六 此 式 : 
EB ,mar (54.10 

能 核 和 振幅 的 华 方 成 正比 

振动 性 么 的 坐标 对 时 淘 的 依赖 关系 有 为 下 面 复 数 表 示 式 的 袜 
数 部 分 往往 比较 方便 : 


+= Reizer:}, 【号 下 二 和 上 
下 中 4 是 般 常 数 , 如 果 把 它 写 城 
4 = cit, (21 .12 


姑 我 们 多 同 到 式 (21,8) 了、 向 数 4 称 为 复数 据 幅 , 定 的 模 数 就 是 
通常 的 振幅 ,而 幅 角 就 是 初 相 。 

”在 数 汪 上 ,对 指数 因子 进行 运算 比 对 三 角 画 数 因 子 进行 汉 算 
殉 简 罕 ， 因 总 对 前 者 微分 基站 改变 宇和 们 的 形式 。 当 我 们 只 进行 线 
往 运 广 [ 相 衣 、 深 坟 党 系数 、 微 分、 积分 ) 时 ,一 般 可 以 不 号 出 取 陪 宰 
数 部 从 的 记号 ,而 只 在 最 后 的 计算 娃 果 中 取 实 数 部 分 。 





如 
登 题 
， 谍 用 至 奈 利 | 速度 的 超大 本 和 半 琉 去 拨 喜 的 浅 幅 和 和 棋 。 
和 藻 : : 人 一 y 中 本 号， 让 ss 一 re 
在 x 一 0 处 是 笋 晤 报 意 窟 的 村 小 位， 朗 Fenzns 4>2 由 和 扩 


及 2 有 这 种 性 党 了 了 。 


各 颌 本 | | [种 五 府 上 





耻 求 出 不 同 同 他 紊 听 所 组成 的 训 抽 了 分 了 振动 此 率 加 各» 的 比 
1 漠 a 是 分 济 等 玉 rot 9 有利 | 3 3 
解 ， 汪 各 同位 来 的 最 耶 有 以 同上 内 广东 各 二 放 周 ， 所 到 一 大。 折合 监 世 风 
起 在 分 了 或 能 电 的 又 数 本 的 作用 ， 国 此 描 展 但 16) 求 得 


oo 和 121 十 a 


ey i a Ha 
了 试 求 能 够 当前 绩 运 动 并 国定 看 强 入 一 雇 的 时 点 振动 ee 。 识 筑 点 
的 质量 为 mm 弹 短 的 男 一 右 因 定 于 卫 高 直线 为 1 的 和 点 ( 障 22)。 玩 和 让 
为 《时 承受 力 玉 。 
解 : 弹簧 的 位 能 《【 座 确 到 更 高 圾 的 小 景 ) 等 于 力 了 字源 小 晶 禾 的 伸 长 品 。 
当 3<7 时 ， 








-i ., ~ 
N= + i 37 


所 以 也 = 了 za/2 。 钙 然 动 能 姑 区 ; 因此 


Fr 下 
. 剖 一 No 
Hi 


月 
1 
| 
| 二 
iy 
9 "mT 
| 一 ™ 
| 
' | 
nm 
坷 对. - 图 “ 引 ， 


4， 同上 十 , 访 凌 点 和 请 营 下 低 太 7 的 回 周 运动 ( 圈 公 )。 
解 : 在 这 着 请 况 下 , 强 甸 的 伸 长 ( 当 9 AT 时) 
Hr 0p 一 f= 


识 衣 7 一 于 mr2.3。 直 此 频率 


Tg 


La i 强 近 小 下 7 








5 不 求 肝 2 所 示 移 累 控 据闻 的 频 吾 ， 融 蚂 近 的 吕 和 < 有 本 量 2 可 在 水 
节点 各 于 运 动 
捐 : 首 站 了 阿 ;有 民 革 于 :生生 全: | 可 以 得 


so ne i 1 Mo 2, 
国 世 CIR 二 3 2 
二星 wr LA ， 
J 
， 已 知 沿 曲 名 (在 虱 万 更 内 ) 拱 动 上 时 类 红 和 报 幅 耀 疾 ; 张 求 宙 旱 强 之 形 


解 : 这 样 的 赂 入 将 能 痪 是 司法 开 鸭 第 件 ， 向 时 六 让 晤 加 运 惑 时 点 中 
能 站 了 =/35/2) 式 由 = 是 从 平衡 位 置 算 起 前 弧 若 。 在 这 种 情况 下 济 郁 区 
了 一 用 部 (nr 是 贰 点 的 钠 量 7 了, 振 向 天 于 是 oo 一 ww Try 它 将 不 八 秆 于 “的 者 
信 。 

相 在 一 力 苞 内 己 一 moyy 起 中 汪汪 家 轧 华 标 。 因 此 及 同和 /2= mzy 或 


筋 一 方面 ， qs? 二 A FO 外 出 


已 
< 本 (多 | 让 和 一 [V8, 省 [9 
作 代 换 


EE i cl— eos:) 


后 ,积分 很 容易 进行 。 这 时 我 们 可 得 到 


和 一 


ns 
这 再 个 等 式 以 参数 形式 确定 我 内 所 要 求 的 园 继 , 洲 曲 米 力 是 旋 窒 阁 。 


§ 2， 强 过 后 动 
我 们 弹 在 来 研究 受 某 种 可 变 甸 声 作 用 约 体系 时 的 振动 ,为 了 
区 别 于 我 从 在 前 一 节 所 研究 过 的 所 彰 自 岂 相 计 ] ,这 稀 振 动 徐 为 加 
斑 泌 动 ， 沱 约 仍 有 旧 假定 报 动 护 没 弱 的 ,因而 了 谍 章 味 闭 ,外 声 问 样 
是 十 俘 虽 的 ;不然 它 和 将 引起 过世 约 全 区 江 ， 


0 ， -从 版 友 [第 到 事 ] 


梢 联系 的 位 能 Uetr; 二) 。 相交 项 法 共 小 生 的 方 裕 腾 戌 被 阁 
朋 符 
\ Uig, dD, ,0, Dd +e Oe. 。 


第 一 项 只 是 时 阅 的 为 数 , 所 以 在 扩 格 般 日 画 数 中 渤 项 可 以 略 去 : 作 
为 另外 基 一 时 半 的 克 数 对 时 淹 的 使 微 商 }。 在 第 二 项 中 ,一 oD ex 
是 必用 在 处 于 泵 衡 位 伟人 的 体系 上 的 外 力 , 亿 是 答 定 的 时 坑 的 话 
数 , 我 俩 把 宪 囊 为 着 约 。 这 样 ,在 位 能 里 就 四 现 一 项 一 史 多 ， 二 
耐 笨 系 的 拉 裕 师 虽 两 数 是 

me? ka 


r Raz | 
了 可 二 FE (22, 1) 


对 应 的 运动 方程 是 
mt hr 





可 
了 一 (22, 2) 
这 里 ,我 们 再 次 引入 了 自由 振动 的 冰 率 oo。 

大 家 知道 , 非 齐 永 常 系数 壬 性 微分 方程 的 一 般 解 是 两 个 过 过 
这 的 和 ? 人 w= 二 zo 十 ,其 中 zo 是 弄 欢 谋 程 式 的 一 般 解 ,而 他 是 非 齐 
次 方程 式 的 特殊 了 积分。 在 我 们 现 在 的 销 况 下 , zo 就 是 在 前 忆 曙 过 


” 坡 研 究 过 的 自由 振动 。 
我 们 来 研 守 特别 有 和 爸 的 一 种 情况 ,就 是 当 强 连 力也 是 内 有 半 
神 类 率 y 的 简 坚 的 时 间 的 周期 画 数 : 
下 了 Cost3t 十 及) 。 22,3) 


我 们 素 导 乒 形 如 x 一 6 co8 (Yi 二 8) 的 序 各 (32,3) 的 特殊 积分 , 它 
具有 同样 的 周期 性 因子 ”代入 方程 便 得 到 2= 了 /Trto8 一 7 )， 再 
划 上 齐 坎 方程 式 的 解 ,我 们 司 得 利 请 过 积分 为 


Ts :32 强 通 后 动 8 


省 0S (of-FG) 十 rr 一 -C08 (Cyt 后 ) ， 22 本) 


pny 
人 尾 沪 常数 a 和 a 由 起 始 条 件 流 并 . 

由 此 可 昆 ,在 局 期 峰 的 强迫 力作 用 了 , 惧 系 的 运 玛 是 两 个 振动 
的 合 发 ,一 个 振动 的 频 字 是 体系 的 而 有 频 闪 %, 击 另 一 个 振 汉 的 频 
区 证 强迫 力 的 频 插 ? - 

解 422,4 不 适用 于 所 请 共振 的 情史 ,， : 丘 氢 时 强迫 力 的 逢 率 穆 
体系 的 固有 频 浴 相同 。 为 了 求 得 花 这 种 懂 况 下 运动 万 程 的 一 般 
解 .我 们 招式 (24) 改 号 如 下 :其中 常数 的 表示 法 侍 轻 过 适当 改 
E+ 


一 六 jf ， r 四 
二 [ 1 一 一 -一 -人 一 一 一 一 a " r 1 
FC—=o ogiof | el 十 Ca 5 [eostyt + BY ~-coutowt+B)}], 


当 YY 一 旧时 第 二 项 就 碟 为 形 如 D0 的 不 定式 ， 按 扩 比 述 法 剧 米 定 
这 个 不 窒 式 ,我 们 得 到 
tao08lott a tH tsin(ott 8) (22,5) 


泪 此 可 赐 , 在 共振 的 情况 下 气动 的 振幅 随时 间 和 线性 地 境 关 (让 
到 扫 惑 不 再 是 微弱 的 , 丽 下 述 一 和 茹 理论 己 不 再 适用 时 为 上})、 
我 倍 再 来 研究 当 接 近 共 报时 , 妇 当 > 一 os 时 (其 中 = 是 一 
个 修 营 ) 微 振动 的 情形 怎样 ， 用 复数 形式 把 -一般 解 表 为 
r= A Boer {At Beri)e (22,06; 
因为 其 4 十 Ber! 在 因子 ”的 周期 2 时 间 内 收 变 很 小 ,所 以 
拓 糯 振 附 近 的 运动 可 以 济 作 微 振 动 , 但 板 帆 覃 改变 史 。 
用 电表 示 振 幅 , 我 们 有 
. {= d+ Pe 
把 半生 分 草民 为 aoe” 和 我 个 恒 得 到 
= os i 十 癌 —&), (22,.7} 


加 指 动 位 相思 的 "信安 天 过 帘 激 村。 


ta ” 德 版 动 [第 开 至 1 





由 此 可 昂 , 振 幅 以 频率 。 周 吉 性 地 变动 于 二 个 界限 之 出 : 
ie 一 | sowat+b, 
这 现象 名 为 拍 。 
在 强迫 力 马 ( 为 任意 的 情况 下 ,可 以 在 一 般 形 式 下 积分 运动 
方程 (22,2) 。 这 很 次 易 做 到 ,如 果 预 先 把 它 改写 为 


-人 (Ep) ee Ly) 一 二 万 (9 


或 
eit FD, (22,8) 
这 里 引信 了 复 量 
站 二 下 十 作证 (22,9) 


方程 (22,8) 已 多 不 是 汪 阶 市 是 一 阶 的 了 。 加 果 宙 有 右边 部 分 的 
藻 ; 它 的 解 肥 是 5= A 其 中 4 是 常数 。 根据 一 般 夫 则 ， 我 伴 时 
找 形 如 =A)ew' 的 非 漠 其 丰 程 的 解 , 而 且 邓 男 数 4 人 人 我 们 得 到 
方程 
过 rie * 


-TF 


积 从 此 方程 ,我 们 便 得 到 方程 (22,9) 的 角 为 
Sah (22,10) 


这 里 积 女 常数 名 选 捍 成 上 在 有 时间 一 0 时 的 值 。 这 就 是 所 要 找 的 
一 般 解 , 画 数 z( 划 四 式 (23,10) 的 虚数 部 分 ( 除 以 ie) 萎 内 呈 。 

作 强 按 振 动 的 体系 的 能 基 当 然 不 守恒 ,体系 虞 外 力 源 得 漳 能 
量 。 愉 认 起 始 能 量 等 于 堆 , 我 们 来 求 在 力作 用 的 整个 时 间 { 从 一 ce 
到 十 oo) 内 体系 得 到 的 总 能 是 。 根 据 芭 式 (22,10) [积分 下 限 的 堆 
代 忆 一 o20; 是 (一 00) 一介， 当 7 >o0 时 我 们 得 莘 


ELC 


”时 ,为 下 站 所 大 应 宫 咎 成 实数 党 江 。 


站 效 近 所 济 #3 


i 时 卫 | 四 2 
Eee = | (De ial » 


车 一 下 让 体系 的 能 项 本 身 有 由 下 式 葵 出 : 

Eo + Se。 ‘(22,11) 
将 ico) 访 人 枯 太 此 式 ,我 们 便 得 测 所 比 求 的 衣 量 迁移 为 

pe zw | 页 (六 ea tl ， 22,19) 


尝 方 所 决定 。 
a 如 外 2 只 在 很 短 的 是 滑 划 隔 (和 1. 必 相 驾 很 小 ) 内 


- i (| i ) 
:二 on (1. Pial , 


这 秋 果 是 里 就 很 清 杷 的 了 : 守 本 身 玫 示 这 样 一 个 事实 , 即 短促 寺 闸 
的 力 徐 体系 的 冲 量 |Gt 来 不 及 在 这 朋 时 间 内 引起 可 党 察 的 位 移 。 


忆 是 
， 试 村 下 列 各 种 情况 求 在 力 了 从 ) 影响 下 体 条 的 强迫 振动 , 假 怠 在 开始 

桂 盖 人 休 条 沁 征 在 平衡 位 置 上 {一 0, 二 从。 

4 一 常数 一 

答 ; = 二 人们 一 con wD) , 团 力 的 作用 使 得 这 动 所 网 挤 的 平生 位 次 移动 。 

i fat 

答 : ot i st) 

HY =A, 

; 


. ， 人 2 
下 {ertt ees [2 中 -和 
和 me ey ”二 了 


nt a ar 
a es Bt, 


徽 据 油 [第 五 章 1 
” Tn 加 | 3 ot 二 
等: | a (+a Rens 攻 


十 3“ a rn tt oi Bo AE — qf S11 zal 


{在 求解 的 过 程 中 把 力 于 成 复数 形式 辣 = foes st! 用 过 方便 )。 

2. 有 肥 一 价 力 , 持 变 北 更 律 是 当时 下 二 0), 沼 0<t<T 时 了 = Fot/Ty 
当时 请 =Po ( 略 24), 就 求 拉 吐 力 作用 后 体系 拓 动 的 最 后 的 振 杨 。 在 时 
剂 t=9 以 前 体系 静止 在 平衡 位 置 上 。 

解 : 在 0<f<2 的 时 间 关 隔 疡 ,满足 起 姑 策 并 的 振 贡 有 


F's 本 
TL tt 
nt ( 


的 形式 、 当 1> 了 时 ,我 们 来 寻求 有 如 于 形式 的 解 : 


二 Ct G08 全 一 了 十 让 Sn wt 一 人) 十 EY 


:二 


由 z 和 zt 在 ;= 了 处 带 秆 的 条 仁 , 我 们 找到 





各 ， ， 种， 
C4 一 nw, 二 7 人 一 oa 。 
词 时 振动 的 振幅 
a 给 十 过 一 -一 一 a n 和 


六 


Pa 





™ 


图 ”34. . 辆 站. 


3. 同 第 二 磊 ; 但 基 力 ze 大 惜 定 的 , 而 县 只 在 有 限 的 一 息 时 赚 内 超 作 
用 ( 较 好 ) 。 

解 : 可 以 像 第 二 题 那 样 求 得 , 但 是 应 用 公式 (22,10) 还 质 短 单 些 。 当 
t> 7 时 我 们 有 陆 比 位 置 2 一 0 的 自由 拨 动 ;在 这 情况 下 
上 9 
Le 





加 二 
吉 之 To | eimtrif = 
et 昌 


(下 一 人 Te 


™ 


2 多 自由 讼 作 深 的 振 衣 5 


控 全 或 辣 12= 0 : 的 神 驾 的 下 石 答 各 ， 因 池 我 性 发 入 
or 人 (3 | 


fr == Lt 
Yen Ee 








+， 间 第 一 是 ;但 以 徐 到 了 的 一 绒 时 间 内 :作用 力 1 蛮 化 规律 是 五 二 下 
' 辆 267 。 

解 : 上 几 邮 样 的 方法 可 得 
a 





外 二 - TR oT si wT Tt 
了 mo 
5$， 辣 第 二 题 ; 但 从 需 到 了 =2z nm 的 一 段 时 并 办， 作用 而 的 变化 规律 是 
一 at 2 
F 
f [人 AU > 
_ | ， | 
图 站. 只 小 


解 : 把 


it) = sh fet :— 5 (jet ~ il) 
我 入 122710)， 生 内 零下 积分 ,我们 便 得 到 


Hy 

止 
是 = 

i 





$2、 名 自由 度 体 驰 的 振动 
建 玄 其 有 兰 干 1 8) 个 自由 度 的 体系 的 自由 振动 的 理 洽 类 位 于 
在 §21 记 研 究 过 的 一 纵 报 动 ， 
拭 散 作为 乒 交 举 标 交合 关于 2 3 的 册 效 的 栋 对 的 位 能 沪 
二 问 有 最 小 簿 。 引 入 小 的 仔 秘 
. Ti i io ‘(25.1) 
护 逢 举 丑 开口, 淮 确 漳 二 弛 , 我 他 恒 短 玖 位 能 尚 正定 二 识 次 区 六 


86 | 稚 报 去 [ 许 反 如 1 





一 立马 有 :TL 29, 2 
这 里 我 个 计算 位 能 仍然 从 它 的 权 小 值 开始 ， 荆 吴 际 涩 记 ; 垦 L 6 在 
《23 ,21 中 是 以 同一 ww 所 以 显然 ， 宪 相对 白 己 的 指数 素 流 ， 


总 可 以 说 为 是 对 称 的 ， 针 
fr = Rit o 


至 之 in lg) Tor 
的 形式 EC5,5)] 1 眉 裔 荫 数 蛙 的 4 = 二 Fi0s 共用 i 娄 示 常数 Geo), 
区 得 到 动能 为 正定 二 次 WA 


立 访 EH i 人 二 了 3} 


洪 数 mi 对 指数 来 前 ,也 疙 可 以 融 为 ; 是 巴 称 的 * 蔓 


Tr i Ey 
因此 , 作 自 由 微 振动 的 体 条 的 拉 格 朗 日 画 数 
已 一 3 > (mei 一 下 由 (29, 4; 


现在 我 们 来 建立 运动 万 程式 ， 为 了 确定 包含 在 运 沥 方程 式 中 
的 微 坎 ,我 们 写 出 拉 格 般 日 画 数 的 他 微 芬 
d= 计 > Cpe + Tr 一 再 一 有 1 。 


钱 然 ,不 普 而 哈 , 总 和 的 量 不 做 丰 于 求 和 指标 的 表 东 鞭 ， 我 全 在 括 
号 内 第 一 下 和 第 三 项 中 让 为, 而 天 上 为 办 六 唐 到 条 数 as 
和 Kir 的 为 称 性 ,我 们 使 得 到 

Gd 一 之 《0 dr — Er mo, }, 


瞿 泛 量 哥 这 看 出， 
BL, TT 了 aL ™, 1 a 
pa ps 上 开 部 中 | 


一 一 二 TE 9 


fg 由 1 光 自 得 训 从 二 的 拔 动 洒 





因此 朱 格 委 日 万 程 为 


捷 鸽 是 人 一 于 2， 9 个 党 示 贡 的 线性 乔 灵 微分 方程 殉 的 方程 
人 
按照 解 这 些 万 本 的 一 般 注 洒 , 苞 们 来 寻求 如 下 形式 的 8 个 沙 


pA, (299,0) 


其 中 起 是 殉 时 还 未 克 定 的 基 种 常数 -把 (25,8) 代 入 方程 (23,6)， 
条 去 <” 后 我 们 每 到 带 娄 A 应 该 诺 足 的 线性 齐 灰 代数 万 程 郁 


nie TA:e=0 . (23 ,7 
要 方程 组 有 不 等 于 等 的 解 , 它 的 行列 下 应 访 等 于 替 , 即 
0 《33 ,81 


方程 人 28,8) 邹 是 所 谢 蜂 征 方 下 , 定 是 加 的 3 次 方程 式 。 在 一 般 情 
况 下 , 世 有 Y 个 相 害 移 正 实 概 oz 4 二 23，…，s 在 个 别 刁 况 下 ， 
它 伽 中间 的 井 于 个 可 以 相 重 ;， 这 样 丹 定 的 量 ws 称 为 体系 的 固有 
” 频 滩 、 | 
方程 (23,8) 的 视 是 实数 并 有 目 是 正 的 从 物理 的 见解 出 响 早 就 可 
以 看 出 了 。 事 实 上 ;如 果 w 包 合 虚数 ; 邳 么 就 意味 次 在 坐标 2 (以 
及 深度 2 对 时 间 依 坏 关 竺 (23,6) 中 就 用 按 指数 规律 玻 少 或 按 提 ， 
数 规 入 增加 的 因子 存在。 但 这 种 因子 的 存在 在 现在 这 种 情况 下 是 
示 匹 许 的 ,因为 它 将 引起 体系 总 能 量 五 = 如 + 全 随时 间 改 变 , 丽 这 
是 遮 反 能 最 守恒 定律 的 。 
用 吉 粹 数学 方法 我 们 同样 可 以 确 积 这 点 。 对 为 程 (23,7) 乘 以 
二 ,再 技 宇 求 合 , 我 例 恒 得 到 
BI — mt ir) AL As =0, 


了 
由 叱 人 dd 





#9 信 可 4 + | [ 纺 壮 章 ] 





由 于 系数 x 和 rar 的 ; 实数 性 划 对 种 手 :. 这 全 囊 达 起 的 从 子 和 分 舟 
中 的 二 次 式 是 EE 演 数 ,事实 .上 


Bhd dy = hdiAdio Bhd 





本 质 上 宅 们 双 都 是 正 值 ,因此 os 电 是 正 的 全 。 

凑 得 频 闪 ao。 后 , 把 忆 个 杂 部 代 久 方程 28, 站), 可 以 求 得 丰 对 
-应 的 系数 4; 之 什 。 如 果 特 征 方程 所 有 的 模 神 不 相同 , 猎 么 , 如 所 
周知 , 因数 4 和 行 齐 式 423;8) 的 子 行 草 式 成 正比 , 在 其 中 心 被 要 
三 的 ou 值 所 代替 。 我 们 将 用 di 六 窒 示 这 些 子 行列 式 ， f 因此 , 微 
女方 程 角 (23; 及 的 特 解 为 。 。 

ti 一 dpaO et, 

式 中 Cu 是 任意 的 ( 复 1 常 数 、 

所 有 s 个 特 解 的 和 输出 一 般 解 - 且 到 实数 部 分 , 拓 忆 号 为 


a— Rel > > atl i | 2 > 村 5 人 (23, 9) 
时 1 


这 里 我 们 引信 了 符号 


册 紫 可见 ,体系 得 个 坐标 按时 项 的 迹 化 仍 是 8 个 障 罕 的 局 期 


性 振动 绢 : ? O,, "nn ©, 的 会 艳 ， 这 些 振动 有 任意 的 振幅 和 位 稍 , 恰 


是 有 党 全 确定 的 频率 。 

很 自然 地 会 提出 疑问, 能 否 把 广义 坐标 选择 得 来 ,使 它 俩 中间 
的 每 一 个 坐标 只 进行 了 季 单 的 据 演 呢 9 一 般 积分 (38,9) 的 形式 本 身 
指出 了 解决 这 阳 题 的 道路 ， 


中 条 并 kim 所 构成 的 一 次 章 次 式 的 让 定性 ， 可 从 忆 们 的 在 (28, 坟 中 于 变数 的 实 


数 秆 牌 定 父 中 看 出 。 人 得 是 把 让 晤 x 加 成 时 最 的 形式 心 十 如 那 我 科 模 得 到 (六 是 电 


于 kx 的 车 务 性 ) 
pis A 一 名 kip (a 党 站 1 人士 直 和 ek 十 思 Mend 
攻 上 两 个 正堂 章 深 起 过 和。 


四 .一 RetCueier 23,10) 


工 2 多 名 南 惟 关 要 生 振动 





玫 实 .上 , 把 (23,9) 的 s 个 关 须 式 在 作 。 个 求知 最 8, 的 玫 穴 
乍 ， 解 了 这 个 方程 租 后 ， 我 位 可 以 用 化 标 避 、 2 约 来 疲 计 能 
9;, 9 …, 台 。 因 此 这 些 芋 人 3, 可 以 看 作 新 的 广 祥 举 阁 ， 达 此 从 
标 称 为 简 正 举 标 上 焉 主要 球 标 而 让 向 所 进行 的 莘 审 辣 尖 村 :的 扑 : 
动 对 做 体系 的 简 下 振动 。 

“共和 莘 正 坐 标的 完 义 里 可 以 认 明 显 地 入 出 , 简 正 学 标 诗 足 方 展 
交 , 二 2 二 人 0 ， (23,31. 

这 就 斑 哑 着 ,在 角 正 举 标 里 运动 方程 被 分 戌 为 个 相 开 猎 充 的 让 
程 ， 和 剑 个 能 正 尘 标 的 草 达 度 只 全 严正 这 个 下 标的 值 ， 阿 时 小 完 答 
确定 它 对 有 时间 的 依赖 关系 ,下 各 避 知道 宪 的 初 什 以 及 相应 于 此 和 补 
植 的 速度 ， 视 和 齐 新 帝 , 和 体系 的 前 王 握 动 完婚 是 独 站 的 ， 

队 上 还 可 束 , 攻 箭 乎 华 标 所 灶 东 的 定格 般 日 西数 从 为 床 洛 纹 
这 式 的 和 , 而 每 一 个 误 尖 了 却 拖 对 永基 频 蛮 为 基 一 ov 的 一 航拍 玛 、 
部 有 和 如 下 形式 : 
: [= (23 ,12 


起 于 256 是 一 些 正 的 党 激 ， 从 数 汤 点 冻 罗 这 吏 沪 际 着 , 实 搞 
(9 园 时 牛人 一 个 一 深 式 有 3 扔 2 天 位 能 (123 人 2 化 成 了 闪 莉 
前 形 和 


一 般 陋 正 尘 标 是 这 样 选 译 的 , 谍 细 全 得 吝 扩 可 关 中 山 数 里 注 
度 注 方 的 对 天 入 本 1 ， 为 此 ,用 下 到 入 式 决定 荫 正 侍 标 ! 现 条 失主 
用 站。 束 示 它 泣 就行 了 : 
1 
法 时 LN a0, 


当 笠 征 方 程式 拘 横 里 希 皇 要 的 针 仿 ,所 有 及 上 的 莘 壕 环 变 很 
人 少 。 滩 动 方 程 拉 积分 底 一 般 形 式 23,9;，'33,10) 尼 -… 本 后 (有 园 
的 开交 8 0 .人间 入 仅 春 于 相 这 于 十 骤 阔 环 的 系 烤 本, 下 客 丰 号 


0 1 售 损 动 [ 带 五音 ] 





子 行 更 式 了 ,大 家 知道 尖 些 子 行列 式 在 这 情况 下 等 于 震中。 : 
对 应 着 一 个 重 束 ( 或 称 描 化 ) 频 率 , 有 多 少 个 不 同 的 简 正 坐 标 ， 
重 各 度 就 是 多 少 。 但 是 这 些 往 正 华 标的 选择 不 是 军 值 的 。 既 然 具 


有 相同 w。 的 简 正 坐标 以 前 同 翌 改变 过 的 王 候 同 洋人 多 的 形式 包 


- 含 在 动能 和 位 能 中 , 因此 可 以 对 它们 进行 保持 平方 和 不 变 的 任意 

粮 性 变 澳 ， - 
对 处 于 不 变 外 塌 里 一 个 导 点 的 三 继 扳 动 玉 说 ,很 窑 易 求 得 

的 箭 正 举 标 。 把 笛 卡 尔 坐 标 有 的 原点 放 在 位 能 DU (2, 9， 四 最 小 做 

的 一 点 .上 ;我 们 得 到 sg， s 诗 变 量 的 二 次 式 形式 的 位 能 ,而 动能 

于 
(mm 是 粒子 的 质量 ) 不 估 厅 于 坐标 轴 方 向 的 选择 。 因 此 只 扰 适 当地 
转动 华 标 四 便 可 把 位 能 化 为 对 角形 式 。 这 时 


一 全 (如 十 久 二 济 一 到 (22 十 和 2 十 和 2 ， (28,14) 


同时 沿 轴 wy 2 的 振动 仍 是 主要 的 ,并 具有 频率 

ww-MW 加， wa， us=4/ 如。 
在 中 心 对 称 场 的 特殊 糖 况 下 (有一 所 一 加 一 ,0 一 Br2j2) ， 这 世 个 
类 率 相 同 (见习 题 3) 。 
应 用 笠 正 举 标 能 使 多 自由 度 体 时 盟 近 振动 的 周 题 化 成 -_ 厅 强 
稼 振动 的 并 题 。 在 考虑 列 作用 于 体系 上 的 可 变 从 为 时 ， 体系 的 控 


烙 毅 日 曾 数 有 如 下 形式 ; 
上 = To 十 之 二 人 (29, 15Y 


其 中 J/o 是 自由 振动 的 拉 格 说 日 画 数 。 引入 能 下 从 标 来 代 符 坐标 
”ax 我 们 便 得 到 


中 从 于 存在 复 于 来 (省 唱 , 将 过 及 能 基 守 恰 定 律 ) 这 同一 牺 理 见解 出 发 , 显 而 易 
上 其 ,在 一 栅 积 劳 思 , 除 时 南 的 指数 画 数 量 固 节 以 从。 拔 硒 数 凤 子 的 出 现 也 是 不 司 能 的 


Fr 


fg 23] 季 自 出 度 体 系 的 斤 叶 多 


-C—O 


= i DF Q, 23,16) 





六 总 
这 里 条 用 了 符号 
(8 == -PF; 区 -de 
可 庙 的 运 巧 方程 式 
Ot 020 = (23,17) 


将 只 售 一 个 未 知 两 数 Qu (4)。 


兽 骏 
- 斌 确定 两 个 自 让 度 体 又 的 振动 ， 机 的 控 格 舱 日 事 数 为 
工本 人 二 隐 一 全 十) Fay 


两 个 加 有 频 字 让 wo 的 相 闻 的 一 准 信 了 以 相左 作 朋 wry 联系 起 来 ) 。 
解 : 运动 态 程 

. 十 硫 X=ay; 十 坞 Y=Qx 

夷 行 代 措 (23,6) 可 得 
Er =ai,, .一 一 ad 0 Cf) 
圭 钙 方程 是 ( 则 一 罗 2=a3 由 此 ， 
= 

方程 () 当 w= 二 时 车 让 由 一 4 而 当 w=wa 时 摧 此 4 一 一 4 如。 六 站 


1 T. 
TX 玉音 (十 名 22 J ‘一 人 2) 


{ 笨 数 二 六 对 应 正 交 中 所 沸 出 的 笛 正 坐标 的 规 一 划 因 数 )。 

当 & 宝 吧 (部 阴 系 很 有 能) 时 我 民有 

- 三 性 
山 学 二 一 可 拘 宇 二 二 厅 。 

在 这 带 测 下 之 和 2? 的 变动 仍 是 本 个 频 举 相近 的 握 动 底 合 成 , 即 具 有 拍 的 性 
” 锋 , 计 日 朱 显 为 m4 一 =al 见 322。 辣 时 ， 当 华 标 ?的 振 棋 烃 过 最 大 值 的 时 
划 ; 水 标 站 的 振幅 轻 过 最 小 估 ， 友之 杰 然 。 

2， 试 确定 平面 双 摊 的 向 振动 :图 卫 。 

解 ; 在 5 格 感 工 中 所 关 得 的 巩 晓 动 (p<1 qokl) 的 拉 格 船 昌 肖 数 到 


2 


人 3 ， 惟 欠 动 [第 五 次 了 
EP . ee _ 
如 下 形 款 : - 

上 = 全 大 十 加 > 但 计 tm < Wy 人 地 一 gis 


好 
运动 方程 我 为 





Cm i 一 9， 
pi 
在 施行 代 措 {23,6) 以 后 方程 变 为 
A CF 4a =, 
;a = 
转 征 态 程 起 的 程 为 


of,3 


有 i i tt Ts 2 十 全 1 二 = 


当 m > oa 时 项 率直 向 于 栋 限 9715 和 Vo 它们 相 a En 
动 。 一 

3, . 斌 求 在 中 心 寺 ( 印 所 清空 呵 振子 ) 的 加 漠 。 

解 : 正 像 在 所 有 中 心声 内 内， 忆 汉 在 一 个 下 而 上 法 和 的 ;我 科 六 可 





T=a .0 to) ， yh os (ot 8) 

让 者 

P=4C05 py Y= 0stp+ =D od cos Pp—~b sain stn op, 

这 蛙 杀 用 了 记 臣 9 一 类 十 ay $=B 一 x 。 旬 批 确 定 cosg 和 simngy 关 作成 它 提 的 - 
于 方 和 ， 程 、 


oa 
人 十- ba 认可 


卫 二 中心 在 屋 呈 大 上 的 区 则 中 。 当 8=0 焉 才 > 时 各 涝 电化 为 一 站 直入， 


COS=ann , 


§ 2， 代 子 报 动 ， 
如 果 我 们 所 讨论 的 是 有 相互 作 肢 但 不 位 于 和 扬中 的 粒 隆 体 


在 们 能 口 =Fr3 人 的 市 心 叶 内 运动 河 祖 合 曲 措 进 行 ,这 一 宣 洋 已 名 在 $14 中 
提 到 入 了 。 


2 . 2 子 拔 动 93 











-一 人 


次 ， 插 么 疼 首 所 的 他 部 红 出 由 度 都 生 小 动 的 特性 办 子 力 是 入 积 体 
系 的 虹 型 例子。 除了 了 原 也 六 分 子 和 内定 物 的 芋 衡 位 监 峙 近 拨 池 林 ， 
分 子 台 体 还 语 忆 省 动 相 蛋 惑 。 ， 
省 移 河 应 六 二 个 身 让 度 、 站 一 般 情 决 下 , 莹 动 入 由 度 有 陪 样 
的 数目 ,所 岂 在 % 原子 芬 子 底 3 个 月 由 度 中 法 有 3% 一 6 个 相 度 于 
顷 动 的 运 珊 。 有 有些 分子 是 例 末 ,在 这 些 分 子 里 了 所 有 的 称 于 语 一 次 
线 排 烈 善 。 斌 然 讲 团 米 这 一 将 烤 四 动 没有 意义 , 闭 在 这 种 情 光 下 
再 动 的 自由 度 只 有 两 个 , 因 寺 振动 的 得 由 度 有 8n 一 5 个 。 
在 解 基 于 分子 扳 动 的 力学 央 题 中: 量 好 一 开 奸 就 把 移动 和 转 
型 的 自由 度 语 于 研究 范 族 之 外 。 
为 了 除去 移动 ， 就 必须 说 为 分 子 的 总 冲 量 等 于 雾 。 耽 熟 这 条 
件 意 昧 着 分 子 的 急性 四 心 不 动 ,因此 可 以 把 家 为 慌 性 中 心 三 个 
尝 标 不 安 方形 式 。 沁 7 一 Fo 十 {其 中 roo 是 第 4 个 原子 的 姜 目 
于 衡 位 什 语 向 径 , 而 本 总 洒 这 位 填 的 怕 痪 ), 助 我 们 可 和 条件 
1- 
Sia,g, 一 0。 ,1 
”为 了 机 除去 分 子 的 转动 ， 尼 该 使 它 的 总 冲 基 短 特 于 嗓 。 内 为 
短 不 证 哩 一举 标 钞 数 对 上 时间 的 全 微 去 ， 所 清 天 的 生 作 一 迪 水 
谱 不 可 能 用 最 -一 个 醒 数 竺 于 过 的 开交 水 天 示 -人 是 苦 振 水 恰 天 是 
一 个 例外 、 剖 实 上 洛 再 次 歼 To 二 Fo 十 要 同时 小 去 不 旗 悦 移 各 
的 二 角 小 量 , 则 我 们 可 政 分 子 和 的 动 最 短 为 


站 == nr] 宇 六 ra [Faott] 二 .位 人 EF ol, |o 


办 下 ,在 这 入 近似 情况 下 , 写 消 上 的 条 件 可 及 胡 为 
lot =0 . (24 ,21 
这 陡 华 标的 原 感 可 以 性 加 选择 )。 


D4 : 向 援 动 | 第 五 章 1 





胡子 前 下 振动 可 以 基于 与 原子 (在 平衡 位置 上 ) 在 分 子 内 对 称 
排 烈 相 联 系 的 思想 , 按 其 中 原子 运 江 的 特许 来 分 类 。 为 了 这 个 目 
的 ,有 以 败 玉 应 用 为 基础 的 一 般 方 法 , 它 在 这 教程 的 另 -一 和 泡 耻 中 芋 
述 。 这 里 我 他 只 赣 完 几 个 简单 的 例子 。 

如 果 子 中 所 有 %% 个 原子 位 于 一 平面 上 ,县 可 以 区 分 原子 留 
在 这 下 了 面 上 的 简 正 振动 和 使 原子 越 出 这 平面 的 简 正 振动 。 很 容易 
确定 这 两 种 原子 的 数目 。 因 为 平面 运动 一 共有 2% 个 自由 度 ,在 这 

里 面 朋 丽 个 平 动 的 和 一 个 转动 的 ,所 以 不 越 出 下 和 面 的 原子 底 简 下 
振动 的 自由 度数 等 于 加 一 28。 其 余 的 (3 一 6) 一 (2% 一介 一 mn- 一 8 个 
振动 自由 度 旭 对 应 于 越 出 素面 的 原子 底 振动 。 

在 如 性 分 子 的 往 况 下 ,可 以 区 秀 保持 车 它 的 查 线 形式 底 鸳 振 

动 和 原子 越 出 区 黎 的 振动 。 因 为 所 有 按 痊 线 进 行 的 个 质点 的 送 

动 梢 应 于 % 个 自由 度 , 在 这 交 个 自由 度 当 中 有 一 个 移动 的 ,所 以 不 

使 原子 越 出 直线 的 振动 自由 度数 等 于 (n 一 。 谣 然 线 性 牙 子 振动 
自由 雇 的 总 数 为 3% 一 5, 所 以 有 2m 一 4 个 是 使 原子 越 出 雷 重 振动 

的 。 但 是 这 些 振动 只 对 应 nw 一 2 个 不 同 的 业 兴 ,因为 这 些 振动 中 的 

每 一 个 都 能 够 以 丙种 狐 空 的 方法 序 在 两 个 互相 垂 站 的 ( 通 江 人 引子 

辆 的 ) 丕 面 上 洋 现 ,从 对 称 性 的 孝 虐 出 发 ,显然 ,每 一 对 这 样 的 往 正 .， 

振动 有 相同 的 冰 津 ， 
娘 题 @ 
{t， 试 求 线性 三 原子 对 称 分 子 4B 振动 的 频率 (图 28) 。 候 定 分 子 的 位 


能 仅仅 傅 屯 于 4 一 B 各 一 4 的 距离 及 角 4BA4 。 
‘ 解 : 根据 (24， 站 原子 的 楼 向 位 确 34 Tay Ty 和 下 关系 式 相 隧 条 
”中 兄弟 三 和 耸 ' 骂 子 为 学部 
全 讲 筑 现 复杂 此 的 录 子 床 振 动 ， 可 以 站 下 殉 羽 内 找到 ; MM. 甩 伐 尔 开 产 垃 ， MM. 
.是 空 下 宫灯 帝 , 了 . 再 . 斯 捷 滞 诺 夫 "入 子 的 振动 ?, 苏联 国立 技术 理 祝 书 夭 册 版 半 。 
19 稳 ; 了. 莫 获 信和 尔 克 ," 多 原子 妇 子 的 拔 荔 和 和 竺 动 光 财 ?, 苏联 作 国 居 壬 市 腾 计 ，] 人 9 哲 。 
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展 助 于 此 式 , 我 们 信人 生子 车 向 运动 的 拉 格 遍 日 画 数 、 





下) 十- 全 准 一 2 
本 | 月 


一 [er 《一 证 31 


中 除法 wa， 航 司 3 | 天 新 的 坐标 


er 





QT eT 7 g 
转 果 我 们 得 到 < 
二 -3 八 一 -二 名 吕 28 


(二 2206 是 分 本 的 偶 虹 )。 这 昌林 看 和 人心 ( 蕉 确 到 一 规 一 划 央 
eo 们 正 华 标 。 华 标 8 对 应 于 相对 分 子 中 心 反对 称 的 振动 (4 一 x9。 阅 28， 
) ， 生 共 频 沸 为 . 


i 二 
; ” Pm 

平 标 名 对 证 于 于 称 ( 人 二 一 Zs。 图; 门 所 测 , 瑟 直 频 康 为 
” PH 4 


由 于 124 和 1 22) ， 折 于 的 横向 位 本 wa 3 由 也 下 的 关系 趟 诺 
和 二 
(对 称 的 之 曲 振 动 。 阅 28; 6 。 我 们 汇 分 于 益 基 位 能 写 为 X13/2， 其 中 是 
六 4 有 X 寻 z 秆 沟 忆 着 ) 它 出 位 称 控 下 滤 末 表示 : 
. 5 二 于 | Ln — Wa 十 人 5 一 to 
把 所 有 位 政 内， 的， 部 用 来 表示 , 列 得 独 横 振动 的 所 将 期 日 病 数 为 


| 


; 了 天 [3 2 
= 六 Co + 十 汪 1 一直 3 


已 4 
岂 这 里 得 到 后 这 
,Er 
3 nie 
2， 阿 前 滥 ; 但 这 里 是 三 舱 形 的 分 了 二 B41 图 29)。 * 


解 : 下 于 (324; (时 ， 2) , 原子 位 移 二 在 六 和 了 方向 的 分 景 由 下 列 关 





ai) pT 一 全 


3 故 ay ma WF ys) + mys 0, 
CN Bin etyr—ya) 一 CO03 a (rT y= 人 0 
4 距离 4 玉生 一 4 的 或 变 吕 入 用 
向 其 好 一 雪 和 均一 划 在 丰 禹 工 五 和 睛 和 
市 癌 汪 投影 的 冯 鳅 来 获得 : ~ 


Hi (a a) Sn a {yi — Ha ON, 


Dd 4 be 

而 售 A484 的 改变 用 同 社 的 向 晤 直下 下 

人 一 外 于 烽 路 4 及 和 了 4 的 右 网 上 撑 蜗 素 求 
得 : 


5= 了 fa meoser 的 一 人 asia 四 十 


图 秩 .…* 
1. 二 2» ， 
十 本 {Ts TDs fs 2) Bi et, 
分 子 的 拉 恪 闻 日 融 歼 
时 i 1 := . -3 
工 二 代入 ( 座 填 启 ) 十 人 吕 一 卜 G945D 一 外 一 吕 。 
引入 新 的 毕 布 
~ = 


向量 的 分 其 由 这 些 新 党 标 控 下 珂 者 式 来 才 示 : 


1 1 ba 
41 (a 泪 直 部 i or 
1 


1 TE 
几 一 可 《和 2 二 和 et 号 wy , Wa- (qe2 ~ (a ctgoa)y Naw ~ ms dias 
焰 过 计算 后 ;我 们 供 得 到 拉 格 斋 自 力 数 为 


i 

9 a ti 1 a TE 

Lt (A ) 蜂 + EE Ph i 
4 \my sin 和 4mp 2 


-A 1. )(1+ 2 sin a) 
半 m 


ys Snr 





2 有 | 
— .7. Cs Sn2o 中 2 让 D5 村) a ‘2 _ CE 到 全 5 人 切 十 327 inn2 ay 十 
”和 二 7 和 : 
1 az _ Es sin a cos gc, 


2mp 


I 


EJ 


二 二 六 1 型 所; 站 or 


人 一 . Oo re 


和 理 可 车 Hy Ve 对 应 善 具 有 的 | 


a {1 + gin «)， 


半日 这 各 人 于 子 i 来 泊 元 反 浊 区 的 2 
重 贡 ;站 1; Ba 三 在 一 起 对 成 著 两 个 拨弄 【过 王 珊 对 称 : = HI 
吉 29, 6 和 和 6) ， 两 个 织 动 的 闫 来 wy a 是 二 次 的 (所 有 让 当 各 


和 2 t comm) + 1 (1 + nt 中 + i 了 到 -0 
Php 2 





ww ~ 了 i 
的 模 , 
条 22= 时 ;所 有 这 址 是 礁 和 站 六 赔 1 中 有 钙 得 到 的 相亲 。 


3， 竹 第 -是 * 介 这 里 是 线性 大 对称 的 分 于 4 (出 30)。 


I 


3 志 2 i f 
i. [| 
加 了 


解 : 原子 的 粹 同 ! 过 位移 和 接 坷 (位移 由 下 桓 的 关系 式 详 系 : 
i 
. Wa yat egy = 0 pall = Mirlaisys 
把 侣 接 和 总 想 位 能 uh 


二 - ki -2 一 (a 


Crwh+D。 半 也 和 旺 1 i : 行 的 对 个 ,对 于 多 向 振动 的 天 率 导 下 
加 请 了 3 +f) 


ma Mn 


河上 诗 对 于 两 个 魏 采 深圳 频率 say wr 导出 一 个 二 演 ( 鬼 本 方程 


, le (二 + + 二 (2 1 4 1 }) HR 
了 rp 


二 -一 0 
mA 在 下 六 
+ 25.， 阿 尼 损 动 
到 现在 为 止 , 苞 们 一 直 假 党 萄 体 的 这 动 是 在 演 经 内 进行 的 ,或 
者 脑 介 贸 寺 运 动 的 磺 响 可 以 超 略 不 时 。 而 事实 上 上 , 物体 在 介 费 内 
送 动 是 , 介 寺 亚 产 竺 力 吉 使 渗 动 茂 速 的 限 方 ， 相 这 种 捕 况 下 ,运动 
着 的 物体 的 能 量 最 后 炊 将 过 约 热 , 或 如 通常 所 襄 , 苯 将 大 艇 。 





08 各 动 [第 五 阐 ] 


mr 一 -一 一 一 


这 旺 条 件 下 , 运 涝 的 过 程 已 经 不 再 是 葛 炉 力学 的 过 程 了 ， 而 
对 这 于 证 动 的 研究 ,就 要 考 处 介质 本 身 的 运动 ,以 及 介 完 和 物体 内 
部 的 热 次 坊 。 特别 是 ,在 一 般 情况 下 已 构 不 能 此 定 运动 物体 底 加 


连 度 只 吓 该 瞬时 它 的 坐标 和 速度 的 菌 数 , 序 在 力学 中 所 有 在 这 天 


意义 之 下 的 运动 方 各 是 不 存在 了 。 这 样 ， 物体 在 分 收 门 还 动 的 于 
二 这 已 起 不 是 力学 的 内 是 了 。 
是 存在 一 和 定 关 型 的 情况 ,在 这 些 情况 下 ， 如 果 在 力学 的 运动 

方 中 大 一 村 于 大 出 可 以 用 素 近 但 地 描 缩 在 介质 中 的 运动 。 
蜂 球 较 介 此 息 的 闪 耗 寺 程 底 特 征 频率 为 小 的 振动 即 筷 此 种类 型。 
如 果 具 备 这 个 条 件 , 刺 末 可 以 认为 ， 在 物体 上 作用 着 只 依 转 于 (对 
项 定 的 均 与 介质 来 毅 ) 抱 的 速度 药 “ 麻 擦 力 "。. 

如 打 加 之 速度 又 很 小 , 漂 末 可 以 按 速 度 的 方 裕 来 展开 摩擦 力 。 


展开 式 的 才 次 项 等 于 零 ,因为 在 不 运动 的 物 休 上 不 作用 任何 摩擦 


力 , 而 未 消失 的 第 一 项 和 速度 成 正比 。 这 梳 , 作 用 在 具有 广义 坐标 
多 进行 一 多 家 撕 动 的 体系 的 广 义 暴 探 力 就 可 以 写成 


Tm = 一 一 cz) 


式 中 避 是 下 系数， 而 全 写 来 水力 是 朝 神 这 度 相 反 的 方向 任用。 。 抠 


这 力 添 入 运动 方程 式 的 右边 ,我 合肥 得 [ 见 (31 多 ]】 


_ me — be 一 o (25, 17 
替 巾 mn， 着 引 及 筷 号 
0 2 {25,2) 
mm ， 
wo 是 在 没有 摩擦 力 的 情况 下 体 条 自由 振动 的 频率 。 且 入 称 为 阻尼 
指数 (或 称 阻尼 减 锋 )。 
， ”这样 一 来 ,我 们 得 到 方程 
z+ rls=0, - 《35 ,3 


.根据 解 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 法 如 ,我 侧 巩 2 一 6 从 而 找 现 


J 


4 


LB S53) 附 尼 援 动 8 | 


? 抱 畦 征 五 程 . 
724 97 二 3=0, 
让 此 
8, 2 一 着 MN — ed, 
方程 (25,3) 的 普 过 种 为 
出 一 所 6 二 26 
这 里 诬 裔 区 别 两 种 情 现 。 
刻 果 <<oao 闫 未 我 们 有 两 个 复数 共 殊 的 7? 底盘 。 在 这 种 情 
- 混 下 运 济 方 种 的 一 般 解 可 以 霄 示 为 
vw RefAdexp{(— At tov we — nO}, 
式 中 4 是 任意 的 复 常数 ， 另 外 也 可 以 写成 
t= 08 (wt FA OV Nh, (25,4) 
， 武 中 4 和 0 是 实 常数 。 由 这 些 公 式 所 扩 答 的 运动 印 是 所 良 蛆 尼 振 
动 。 它 可 以 看 作为 进 有 指数 角 减 振幅 的 汪 和 和 振动。 振幅 屠 总 的 速 
度 由 指数 2》 来 决定 , 而 振动 的 “频率 ”ww 小 于 无 摩 撩 的 自由 振动 底 
频率 , 当 7》 妇 au 时 ,和 ow 之 间 的 荆 值 是 二 般 小 量 。 在 在 摩擦 时 
频 这 的 变 小 是 不 出 所 料 的 ,因为 说 氛 总 是 阻碍 运 济 。 
如 果 入 扫 o, 那么 在 一 个 周期 2ryo 的 时 肖 和 ,阻尼 振动 的 所 
柱 几 乎 不 收 变 。 在 这 种 情 吏 下 , 研 完 毕 标 和 速度 平方 (在 一 个 周期 
内 ) 的 再 均值 是 谊 章 浆 的, 在 平均 时 , 名 覆 因子 6 的 改变 。 这 些 
平方 的 吾 均 值 显 然 正比 于 e?*、， 因 此 体系 能 最 的 还 均值 按 下 记 扩 
律 减 少 ; 


E= Ee 2 (25,6) 
其 中 Bo 是 能 量 的 初 企 。 
现在 设 入 wo 。 这 时 了 的 二 个 复 都 是 实数 ,而 此 痢 是 负 什 。 
解 的 普通 形式 为 


和。 四 
Pe a Me [| AY Mo 2 (25, 6) 


5 





我 们 大 到 ,在 让 种 麻 察 力 幢 够 大 的 情况 下 ,运动 则 皮 为 的 音 衣 适 


玻 , 如 这 渐 近 地 ( 池 全 >co 时 ) 趋 向 平衡 位 置 ,而 没有 概 动 这 种 运 
动 的 类 章 称 为 非 转 期 性 讲 减 . 
最 后 ,在 特殊 情况 下 , 当 入 =w 时 ,特征 方程 式 只 有 一 个 概 { 重 
根 )7= 一 。 大 察 知道 ,微分 方程 的 一 般 解 在 这 情况 下 为 
区 一 《0 十 Oo 有 e 7 (36,7) 
这 是 非 甩 期 性 王 碱 的 特殊 情况 。 洗 虽 然 不 一 定 是 单项 的 运动 , 但 
疝 样 没有 振动 的 性 质 . 


对 多 自 贞 度 的 体系 来 襄 , 对 应 于 兴 标 四 的 广义 圈 寥 力荐 下 到 ， 


形式 的 速度 的 线 儿 两 数 : 

Fp = 一 之 OEE > (20,8) 
从 订 粹 力学 的 角度 米 准 虑 ,不 能 够 作出 性 何 关于 肥 数 cn 对 指 
和 上 的 对 称 洲 侦 的 烙 哈 。 但 是 用 入 时 物理 的 方法 可 以 就 明了 了, 羡 
号 “ 1 


| Oi Hp > | (26,9} 
因此 式 (25,8) 可 以 写成 徽 往 的 形式 : 
firp= -2 (2510) 
. Bh . 
菇 中原 图 数 是 二 次 式 | 
= E>} Gd, 25,11) 
它 称 为 耗 数 西数 . 和 
力 (25,10) 应 该 添 入 拉 烙 朗 日 方程 的 右 问 , 邵 
a 0L_9L 28 二 


A Eo En “ _ 
耗 散 面 数 本 身 有 具有 重 守 的 物理 意义 ,在 体系 中 能 量 耗 散 的 强 
度 部 由 它 来 茶室 计算 调 了 钵 系 的 机 械 能 对 时 间 的 微 南 后 就 溉 容 


外” 昂 机 王 孝 党 五 区 六 异 物理 


Ty 黎 振 或 : “ 弟 疫 音 ! “ 


和 


CE 好 从 所 动 0 





易 矿 入 这 点 了 。 提亲 有 


谋 然 二 是 速度 的 二 区 苹 数 ,于 术 按 照 齐 次 面 数 的 欧 苯 定理 . 洁 式 右 
调 的 和 等 -二 27 。 于 是 ， 


人 一， .25,15) 


曾 体 系 能 草 的 改变 速度 二 医 散 疝 数 的 二 傍 葵 二 。 央 其 耗 获 过 程 孕 
救 能 量 的 减少 所 忆 衣 过 诺 该 育 五 二 全 印 二 次 式 2. 再) 本质 上 
是 正 的。 

在 有 麻 控 力 和 的 饲 兴 下, 微 振动 的 方程 古 通 过 六 各 力 55,58) 守 
方程 (23,5) 的 右 方 得 浏 的 ,好 

之 Ti > k= 一 > CN o “2b. 14) 
设 在 这 圭 方 各 宣 
T= 


交 去 < 下 全 得 到 常 芋 由 的 弘 赋 人 全数 方程 得 


Dn Tar kin) A = 0 » 25, 15) 
使 这 个 放 宁 : 竹 的 行 刻 式 等 于 各 ,我 他 便 找 始 确定 了 感人 村 的 导 征 省 
程式 


Tp hh 25,10) 

对 7 了 烘 蒋 ,这 居 一 :个 28 疾 夫 程式 ， 省 然 世 的 全 部 系 丝 是 实 狼 。 

所 以 宅 的 艰 或 是 实数 , 或 是 成 对 的 其 元 复数 ， 这 时 实数 程 一 完 是 

全 的 ,而 复数 得 有 名 的 渤 数 部 分 不然 的 冲 ， 所 有 尘 汉 和 这 度 , 而 

和 它们 在 -起 的 还 有 体 条 底 衣 量 部 将 随时 疝 按 指数 规律 增长 ,可 
是 耗 获 力 的 存在 应 该 导 儿 能 量 的 减少 。 


102 + _ 稚 振 卉 CV 直率 + 


am 


§ 6， 有 靡 按 存在 的 强 息 振动 
研究 用 擦 力 存 在 的 强迫 振动 完 人 杀 和 在 8 22 里 所 进行 的 汽 有 
“大 所 的 振动 的 研究 相 伺 。 我 们 在 这 里 仔 和 地 来 圭 褒 周期 性 强迫 力 
的 情况 ,这 种 情况 是 值得 单独 研究 的 。 
在 方程 (25,1) 的 右 方 添 人 分 力 六 cos yt 并 除 碾 澡 后 ， 我 们 便 
得 到 运动 方程 
PE ste Ld Gds yt , (26 .了 


求 这 方程 复数 形式 的 馈 比 较 方 货 ， 为 兹 我 从 三 古 过 号 个 来 
代替 cop ys? 
3 oN6 ly em a 


我 们 来 寻求 形式 为 2 一 Ben 的 特殊 积分 ， 对 于 上 我 们 求 得 


. 
b= Ty 十 TINT (26, 2 


拍 B 号 为 be? 的 形式 ， 对 于 3 和 8 我们 有 
村 


人 
AAA YY) 二 sy 2 to 3 一 000 (26， 3 


其 后 , 招 表 未 式 Be 一 beimt+2) 中 的 实数 部 妇 女 出 后 ， 我 们 便 得 到 
方程 (26 了 的 特殊 积分 ， 再 稚 它 洪 上 不 带 右边 部 分 的 方程 的 -- 般 
解 (为 了 确定 起 网 ,我 们 窟 om 的 情况 的 一 般 解 ), 朋 我 们 最 后 得 
到 





=A "Mootowtia) +b oostyt-hd), (26, 4) 

第 一 项 猎 时 间 按 指数 规律 下 降 ， 全 的 只 间 上 旺 隔 
正 后 留 下 的 只 是 第 二 项 : 

2 二 Boos(yt+6), l (26.,5) 

当 频 率 ， 趋 近 于 wo 的 时 候 , 强 和 迫 振 动 的 振幅 5 的 未 示 式 

， 《26,8) 虽然 也 增加 ,但 是 不 趋向 于 无 穷 大 ,不 像 没有 摩擦 力 时 在 共 





L$ 25. 丰 有 里 控 众 下 的 弹道 所 入 9 


氛 的 情况 下 那样 。 在 力 了 底 控 蚂 禾 定 的 条 件 下 , 当 频 率 7 
二 M0 一 2 时 所 动 所 幅 有 景 大 航 : 洒 和 on 时 y 的 这 个 数值 和 
ou 六 的 深 别 只 是 一 附小 后。 

我 仙 六 证 究 - 一 下 接近 十 尘 报 的 区 域 ， 概 天 Y= 二 #8， 二 中 
基 一 小 世 ; 同 时 我 们 六 起 为 wa， 于 是 看 @@6,23 中 证 访 近 位 地 
进行 民 换 : 

yy —o0= (To (yo 二 es， 2 二 23， 

， 因 此 
B= Er (26,6) 


Di hn 





、 多 
b= - te d= {2 
Bra eA gg 机 


我 们 来 指出 污 蝇 迫 力 痪 率 疏 灾 时 , 控 动 和 强迫 沪 之 量 的 位 相 

下 和 变 代 的 特点 。 位 棚 深 总 是 负 的 , 冯 振 动 总 是 "落后 于 处 力 。 
-离世 振 很 还 时 ,在 7 oo 万 折 请 卜 近 于 需 ,， 而 在 y>oo 方 古 3 直 

近 于 一 工 。 从 过 到 一 x 的 案 化 ， 在 aa 附近 狂 容 :宽度 ~2) 的 
产 兴 区 间 记 进行 ; 当 > 一 on 时 位 相 滞 猎 过 一 二。 因此 我 们 指出 ， 
在 无 兢 授 方 的 情况 "下, 当 Y= 时 强 这 振动 的 位 林政 变 一 后 工 突 
变 地 进行 [在 人 2 生计 的 第 二 项 玖 变 符 号 1， 芳 妹 摩 拱 就 " 抹 平 "了 
这 一 突变 。 

在: 舟 定 运动 情 沁 下 , 当 和 体系 作 强 迫 振 动 426,5) 时 , 它 的 能 量 保 
符 巴 变 ， 这 时 体系 不 断 地 【从 外 力 汰 那里 : 吸取 能 县, 这些 能 晤 点 
于 摩 所 的 存在 计 耗 基 。 我 倘 用 了 工 (人 ?1)? 素 表 未 在 单条 时 间 内 平均 踊 
歼 的 能 最 , 它 是 外 力 半 这 的 面 数 。 按 照 (25,13) 莪 个 有 

TY) =2, 
其 中 8 是 耗 散 夯 数 ( 按 振 消 的 周期 ; 的 三 均值、 对 于 一 亲 运 动 


者 


10F 我 氢 著 : [弦子 计 3 





末 樟 ， 靳 做 西数 的 事 这 式 【! [站 ,好 ) 化 成 天 = La 入 人 太 
(26,6) 后 ,我 们 便 得 至 
Fm by? sin2r yt- 二 全) 。 


正 续 孚 方 对 时 阳 的 平均 值 为 寺 ， 因 上 


了 (0 一 xs5zy2 (26.9) 
在 其 振 附 近 , 从 :26,7) 中 把 振动 探 幅 代入 .上 式 甩 有 
1(8) = Te | {9 ) 


吸收 对 频率 的 估 瑟 关 际 的 这 种 形式 称 为 色散 的 形式 ， 和 如 果 在 某 个 
值 8 于 (8) 比 宇 症 8 二 0 时 的 最 
大 值 减 少 一 侍 , 莽 我 们 称 燃 值 's， 
“为 共振 曲线 的 个 宽度 (图 31)。 由 
公式 (606;: 身 可 以 看 册 ， 在 这 捕 况 





1 ”下 这 寅 记 和 阻尼 萌 数 相等。 而 
人 从 “最 大 值 的 高 度 
画 31. 了 (0) = 


2 
和 成 反比 。 由 此 可 见 ， 当 阻 尼 指数 变 小 时 , 浴 要 曲线 变 得 更 高， 
序 它 的 最 大 变 得 更 尖 镜 。 但 共 杠 曲线 下 的 面积 在 这 种 精 殉 下 仍 操 
持 不 变 。 : 
这 个 面积 上 积分 
iar=| ,Tle)ae 
_ 葵 由 ， 名 鳃 了 (d) 及 | 的 丧 加 过 涉 地 下 了 ;小 公 | 大 的 区 域 无 了 


7 nf op 


1 2 必 坟 并 撕 - 1 


加 题 
试 雯 证 在 站 这 术 队 ,在 外 必 了 二 了 vert eos 入 作用 下 的 车 筷 振 牙 。 
解 : 下 们 先 来 侣 : 芭 笋 形式 的 于 滩 注 程 匠 


热 后 分 叶 阴 的 深 数 部 分 。 稍 果 我 全 对 时 玫 让 F 列 形式 的 强 造反 
r= hen PS T+， 


Fn 
本 人 fi: ~ 一 
"| He fe 车 二 5 了 宁 2 2 于 和 9 
Ig 
pp we -二 工 a 品 
2 参数 共振 


有 这 各 浊 肖 阴 采 存在 ,在 其 tf ,外 异 的 作用 有 归 竺 为 笨 和 东安 数 运 
时 交 误 谍 变 "。 
在 拉 格 生日 辟 数 人 ;30 旦 的 系数 操 和 天 万 是 一 条 体 深 船 信 
数 .好 果 宅 帅 佐 起 于 针 阐 , 那 末 运动 方程 是 
Em) hv=0, 27,1) 
按 红 二 让 了 人 新 的 少 立 变 匡 75 人 代 答 5 此 万 如 到 化 为 


人 2 二 Wan。 


因此 ,实际 上 并 不 对 一般 福 作 任 食 卫 出 ,研究 下 而 膏 式 的 运动 方程 
式 已 足 鱼 下 : 


ia 
2 


证 (7, 扩 中 如 果 %= 常数 的 话 , 亦 可 得 到 比 式 。 
画 数 (有 D 的 形式 由 同 题 的 荣 件 友 定 , 我 个 几 党 ,这 是 里 滁 光 


一 十 (和 一 站 ， {27 ,2) 





而 这 种 类 更 中 二 箱 畦 股 储 子 是 北 县 点 窒 汉 羡 方 岗 作 粮 定 的 册 蔓 运动 的 换 电 开 
= . 


in6 阁 拒 未 [第 去 章 ] 


7 (因而 周期 为 T= 二 .的 周期 村 国 数 。 这 就 意味 着 
wt = tt), 
因此 皮 个 方程 (27,2) 相 对 于 变换 tf 二 实 是 不 变 的 ,由 兹 得 油 娃 
葵 : 和 如果 2.f) 是 万 程 的 解 ,那么 , 画 数 zt 十 人) 同 梳 电 是 解 。 换 何 
部 询 , 如 果 2 引 和 和 os 区 是 方程 (27,2) 的 两 个 独立 积 苍天 mm 引证 于) 
和 zol 了) 都 这 用 2 有 和 za 力 线 性 玫 示 。 在 这 全 和 精 况 下 可 以 号 
这 样 来 选择 zz 和 x, 便 得 当 用 # 十 了 伐 计 时 ,它们 的 改变 仅仅 是 乘 
-一 个 常数 因子 , 即 
SEE 直人) = wt), at) = ptf 
和 有 这 种 御 软 的 责 数 的 最 一 般 形 式 是 
和 一 有 有 和 (一 /人 {27,3) 
其 中 下 ， 人 全 是 时 间 的 生 忆 斯 性 厅 数 (周期 为 全 ) 
”在 这 些 丙 数 里 的 常 戏 wz 和 An 应 六 一 定 的 关 素 式 要 联系 。 
事实 上 , 阁 太 程 : 
: X00 wow tr 
务 淹 对 入 372 PT, a 一 个 ;我们 介 得 到 
Tis 一 2a0 一 一 加 (baws — — op1) = 
或 者 s 
V1Ve — C1 = 常数 。 (27, 生 ) 
得 是 ,着 和 mt 和 zt) 是 形 如 27,3) 的 侍 全 名 数 , 剧 泊 自 变量 二 疏 
变 了 时 , 这 乱 式 左 端 的 表达 式 乘 上 ji 。 因 此 很 明 占 ， 许 子 要 在 
和 性 何 情况 下 满足 等 式 (27,4) 必须 绕 求 
” Ht 了 (27,8) . 
从 方程 式 (27, 国 系数 的 实数 性 这 一 事实 出 枚 :我们 可 应 进一步 
作 关 于 常量 Au ma 的 酝 论 .如果 xf 是 彼 个 方 者 式 的 革 个 积分 ,于 





全 下 演习 舍 叶 各 ws 不 四 重合 。 


[3 < 地 时 兴 振 | I0% 





永和 介 数 乓 地 柄 数 人 (四 应 该 满足 同一 个 方程 式 ， 从 泛 里 得 内 赫 歼 : 
一 对 常 丑 户 ， Pa 应 该 和 另 一 对 常量 Pi 1 相同 ,也 就 是 说 , 或 将 
民 访 有 HI 二 2 起 者 pa 和 只 都 是 实数 ， 在 第 一 种 悄 湛 下, 送 虚 
到 C27, 人 ,我们 有 j= 即 1 了 w= | 二 和 线 景 03 和 as 
的 柑 烙 部 答 于 41， 
在 第 二 各 情况 下 方程 式 (27,2) 的 两 个 独立 积分 有 如 下 形式 : 
m= sp "Hk, (27 ,的 
并 二 名 为 不 等 于 1 的 正 的 或 洛 色 的 实数 .这 两 个 玉 数 中 有 一 个 
( 基 包 一 个 或 者 第 二 个 要 夏 [> 工 丈 者 -二 二 随时 关 技 此 数 规 
挫 地 展 ， 这 就 是 襄 , 体系 的 帮 汪 装 志 (在 2=0 的 平衡 体 喜 ) 将 是 不 
稳定 的 :只 竖 对 平生 全 和 有 于 意 小 的 全 痪 ,就 会 使 有 一 的 抒 移 2 汪 很 
诀 地 随时 镜 增 其 。， 这 个 现 咎 你 为 歼 妆 共 扳 。 
我 站 度 访 注意 , 光 2 与 三 的 初 从 严格 等 二 党 有 时 ;省 傅 在 以 后 也 
等 村 党 , 这 和 通常 共振 18 22) 是 不 相同 的 , 对 通常 的 此 振 厅 驶 , 位 
移 随 时 间 的 增长 ( 竹 守 苞 正 比 ) 辐 寿 发 生 于 初 值 等 王座 的 钱 尼 。 
我 俩 要 关 明 在 一 个 重 覃 链 况 下 , 邹 当 证 数 加 0 币 [ 有 个 和 党 量 栓 
注 很 少 ,同时 又 是 简 理 的 周期 性 西数 
2 人 e088 的 (27,7) 
时 开 起 套数 其 振 的 条 件 , 式 中 常量 所 和 <1 我 们 将 认为 有 是正 的 ,这 
一 点 总 可 雇用 对 时间 计算 起 点 适当 选择 迷 注 足 1。 疙 们 在 下 首 将 
查看 到 ,如 革 面 数 of 的 频率 接近 于 频 夫 oo 的 二 管 , 球 乞 窗 数 共 
所 将 发 生得 最 剧 询 。 因 此 ,我 们 该 
Y—2mo8, 
我 中 8 冬 coo。 
对 运动 方程 呈 
十 2 二 co9 (Dw + etlx .0 (27,8) 
”这 种 形式 { 带 有 常 堵 7 了 惠及 章 方 程 奏效 学 物 旨 中 中 鞭 其 物 扫 各 。 


0% 向 振动 . [第 二 阁 ] 


我 们 将 寻求 - 区 形式 的 解 ; 
ze( 拉 cos( wo 十 总 er Bla)sin( oo+ 总 ji， ,27.,9) 

其 中 5 和 5 是 时 间 的 慢 次 (与 cos 和 sin 相 比 较 ) 国 数 ， 冉 然 ， 
钟 的 这 种 形式 趟 是 很 精确 的 。 事 实 上 上, 西数 3( 有 ) 也 包 合 带 这 样 频 
这 的 项 , 必 三 (aoT2 和 的 益 是 (2 十 引 的 整数 翌 ， 不 过 这 些 项 是 
下 的 高 狼 无 穷 小 量 ， 而 在 一 般 近 贷 中 ， 可 鼎 忽 柄 它们 {( 见 思 题 了 。 

把 (37,9) 代入 (9%7, 8) 并且 只 保留 s 的 一 很 项 进行 计算 ,同时 
假 攻 ,6 sc, 5~s8 (在 共振 条 件 下 , 达 假 识 的 正确 性 由 精 果 来 十 
实 1。 反 三角 醒 数 的 乘积 性 开 为 和 ,如 


cos{ ws 十 号 jeoos(2aw 十 8) t= 


六 cos( 3aoT 过 f+ 二 eos{ oo 十 二 5) 


以 及 诸如 中 类 , 词 时 和 以 上 所 刻 的 相 适 应, 赂 去 带 有 类 率 为 3(wo- 
+ 5) 的 天, 糙 果 我 们 得 到 


hn ) in( EY 
(et 5 tan SI wo 二 十 
_ Mo &) ( 8 = 
+ (2 de 十 St ‘uo O08 oo 十 号 儿 内 。 


要 满足 这 ~ 等 式 ,就 必须 在 每 个 因子 sm 和 cos 前 的 系数 同时 等 于 
考 。 由 此 我 们 得 到 机 数 e( 和 5 (0) 的 两 个 绪 性 微分 方程 的 方 和 
组 。 PT e* 的 解 。 这 时 ， 





这 下 个 代数 厅 程 块 同 的 条 竹 浴 出 


He 


全 和 大 老 兴 拔 TO0B 


或 下 权 六 世 氢 的 条 人 是 的 : 安 数 俊 De 由 此 可 叱 ， 
礁 数 疼 柑 半生 于 频 攻 20 鱼 周 图 的 区 城 
一 ex 0 , 97, 11) 


这 区 域 的 章 谨 酒 六 左下 比 , 同 呈 训 开 的 塘 实 品 沸 数 ;区 城 应 底 
征 有 闻 梓 的 数 明 秘 ， 

当 钵 夭 参 数 变 化 的 额 浴 y 趋 近 于 2 ( 式 路 是 任意 整数 ) 
时 , 浴 牧 担 控 也 会 发 人生， 但 是 随 着 名 的 增加 ， 其 所 区 域 i 不 稳定 性 
区 域 } 的 宽 诗 符 谨 一- 往 迅 术 地 变 小 { 兄 宏 题 、 在 区 域内 振动 的 
组 强手 数 丑 低 岂 同 梓 灾 小 。 

污 栖 东 汕 有 微小 的 摩 深 有 时, 尖 数 其 据 的 现象 记得 六 ,但 是 在 这 
情 汪 下 不 科 定 性 区 域 弯 窗 了 一 点 ， 我 们 在 325 中 已 五 注 , 麻 探 使 
得 振动 的 控 幅 按 规 律 e-* 朗 减 。 因此 在 参数 共振 铺 况 下 , 振 珊 的 
洽 强 拘 上 人 3 是 正 的 , 洗 由 匹 麻 控 的 园 题 的 解 弃 决定) 一样 她 进 
行 , 而 不 稳定 性 区 起 的 边界 由 等 式 一 和 二 0 和 这 祥 , 利用 
《27 ,10) 下 的 8 对 于 共振 区 域 ,我 个 得 到 代 阁 7 IE 的 不 笑 式 


UV (ew) 一 了 ey (en) - Je ,13) 

牧 倍 启 该 注 交 , 在 这 俩 入 这 下 其 报 不 征 在 拱 幅 站 久 意 小 的 时 

藤 都 可 能 发 咎 , 而 只 荐 从 一 二 的 园 ” 记 天 好 ， 在 (337.1 中 的 情况 
下 ， 


能 够 证 切 ， 对 于 在 奸 率 #oogpo 附近 的 装 振 , 肯 各 的 天 小 有 有 和 


加 站 的 党 最 和 9 
中 辐 mos 汀 2iD 改变 符 革 Jj 3 相识 流 。 

国 如 条 只 关心 到 并 所 区 城 的 这 时 4 生 甘心 区 域内 5 的 表达 式 ) , 则 福 局 执 窟 这 此 
这 异 上 :0 太 序 证 总 各 站 避 7 内 中 训 玉 来 TE 是 :到 交 摧 由 和 铂 可 避 简 化 央 算 ; 在 这 种 
司 混 下 我 较 订立 商 襄 注 捐 庶 和 于 区 所 二 7 人 二 时 后 篇 -二 Ron 


T 地 往复 洲 [第 五 淮 3 
疲 正 比 ,部 随 史 的 增加 而 增加 。 “ 
营 是 
:潜在 ?一 2 附近 闭 生 共振 ， 试 兢 定 不 稳定 性 区 域 的 边界 〈 蕉 确 到 生 


[3 


人 
解 : 怕 周 将 寻求 下 面 形式 的 方程 式 (27， 9) 的 解 : 


二 dp csl ty + 十 b, sin( 如 和 十 号 + 


十 a Chg 3( 十 亲 ) t+ b: sin 3( wot 站 fy 


在 这 举 击 , 阿 样 考 开 到 了 EE 和 (27,9) 相 鱼 壕 18 的 要 高 床 的 项 ， 当 内 六 党 不 榴 
滤 性 区 正明 过 异 时 ， | 谨 所 有 添 娄 us Poy Or by A 常量 ‘和 在 1409 . 霄 妖 
一个 脚注 内 所 提 到 的 相 崭 合 )。 在 代 大 而 程 人 27) 时， 我 们 把 : = 和 角 疼 数 的 对 


积 展开 成 和 ， 同 对 略 去 带 有 频率 5( wo+ 卫 ] 的 项 (小 些 项 只 是 在 更 高 艇 的 近 
切中 才 需 要 ) ,我 们 便 得 到 
| - qo os + 二 ma :|eos + -~ f 十 


+| io oe 于 二- -)- 一 Ug 六 各 - blsin ( tu 了 夺 i+ 


+[ 千 - ao— Soja en 3( mo 号 


小 | 党- bo — Swabs kn 3{ we t=0。 
在 蒂 有 频 味 +s/2 的 项 时 保留 阔 -- 才 和 三 家 小 量 , 而 在 带 有 频率 3( wo 十 号) 
的 项 内 保留 落 一 - 毅 小 量 的 项 。 每 一 个 在 方 括 号 办 的 表 法 式 矶 该 分 别 等 于 零 。 
岂 厂 面 两 个 方 描 号 内 的 赤 

ma 二 ao br doo 
然后 太 前 两 个 我 们 醒 找 至 
oe 二 + 全 一 和 0， 
馈 这 个 方程 准确 到 与 hi? 周 般 的 球 , 我 们 有 求 得 s 的 边界 和 
: 6= 土 人 pe 


i 
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2， 当 其 所 发 生地 7 二 wo 附 生 上 旦 : 波 葡 定 不 税 定 杜 区 域 的 边 原 。 
解 : 南 ?= 二 es 我 们 得 到 运动 访 种 
二 
注意 到 所 求 的 边 异 条 < ~ 7 我 何 雪 寻找 下 列 形 式 的 解 : 
cn 十 
- ba Ou i 十 PtSiD 人 Kaue 82t + 

三 星 式 中 辐 时 消 床 守卫 个 . 疾 项 。 为 了 对 确 几 不 得 定 妖 的 边 愉 ; 我 相 而 站 彼 
定 深 数 着 常 章 ,于 是 得 到 


He 
| -zeocor :和 .hi dey ii 8 十 


| rt Ds 上 teva. 六; bp, I { 30 十 et + 





,| lu 
加 一 一人- mo ens 


+|- pb 十 + po lin 2 二 二 [es 让 A ol 人 


由 此 找到 


因此 不 稳定 庄 区 域 的 两 个 边界 是 


1 


和 二 -a i 过 Fug eo 
3 谍 求 十 加 朱 微 拓 动 的 雪 数 并 本 条 挟 , 训 提 的 问世 在 联 交 方向 控 误 。 
解 : 按 在 $5 考古 3，(a) 中 所 得 到 的 拉客 朗 日 苹 数 ，; 我 科 求 得 撤 报 动 
全 多 了 的 运 融 方 竹 
$+ 44 eos (2 + a)t)o=0 
{起 巾 晤 = 史 后。 由 此 可 居 ) 记 于 da 起 洲 正 交 中 所 及 用 的 达 数 至 的 作用 。 
和 荣 任 (7 和 采取 : 线 方 设 : 下 面 的 形式 : 


jz <_2aw9 
1 六 


§ 只 ， 苦 谐 税 扎 天 
六 个 六 前 所 讲 的 微 扳 动 理 洽 部 是 建筑 二 : 体 柔 的 习 能 和 动能 控 





1 ” 准 振 动 。 【第 焉 章 ] 





是 标 和 速记 (保留 一 角 项 的 展开 趟 之 上 的 ， 这 时 进 动 的 方程 忒 是 
线性 的 , 正 因为 如 此 , 在 这 种 近 仆 情况 下 我 们 才 可 以 就 壕 性 振动 。 
虽然 这 种 度 开 在 拔 动 振 杠 很 小 的 条 件 下 完全 基 合 理 的 , 但 是 对 更 
高 一 般 近 似 的 考虑 (所 请 振动 的 非 谐 和 性 或 者 非 问 性 ; 就 会 引导 车 
、 某 暑 运 去 画 | 的 出 瑞 ,这些 运动 虽 是 徽 膨 的 ， 但 是 在 本 质 . F 愉 有 新 的 特 
我 例 把 拉 格 盟 日 画 数 展开 到 三 航 项 ， 这 时 在 位 能 里 将 出 现代 
_ 标 2 的 三 次 方 项 , 而 在 动能 里 , 卓 深 入 了 含有 形 如 zx: 的 速度 
和 举 标 浅 积 的 项 , 家 与 原 表 达 式 23,8} 的 这 个 凌 别 是 和 在 尔 数 
znt9) 的 展开 式 中 保留 的 相对 于 省 被 肌 相 联系 着 的 。 2 拉 
格 朗 昌 醒 数 有 坟 下 形式 : 
二 一 > (orrazx 一 丰 5255) 十 
十 二 mrp 于 2 《28， 1 7 
” 式 中 mp Un 是 新 的 常 系数 。 
如 果 从 任意 坐标 rm 过 渡 到 (线性 近似 的 ) 簿 下 坐标 @.， 那么 ， 
由 于 这 个 疱 罚 是 线性 的 , 在 (23,1) 中 第 二 甘 第 四 个 和 将 转变 为 浅 
似 的 和 , 只 是 在 其 中 的 坐标 x; 和 水 订 二 净 彼 Q. 和 0 所 代替 。 把 
在 这 些 和 中 的 系数 表 为 xcey 和 usr， 我 个 得 到 杭 格 期 日 责 数 为 
= (0 wa) + 


+ 5 Marea — 可 六 2 gna; 加 (28,2) 


2 a 
我们 不 打算 措 由 这 个 控 格 册 日 页 数 导 沿 的 运动 方程 完整 地 地 
出 素 。 主要 的 是 它们 有 下 列 展 式 : \ | 
0. 0 = fl, Q)， (28,8) 


其 中 ja 是 坐标 名 和 写 扫 对 时 间 的 向 南 的 二 刀 齐 次 击 数 。 
应 用 未 航 近 役 的 万 法 ,我 们 来 学 找 下 列 形式 的 这 些 方程 的 解 : 


-本 


Ai ma 一 
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Di. (2 1 
式 中 Go 娘 9 而 出 数 满 是 未 受 微 拢 的 万 往 式 
wi 一 心 ， 
针 ts 晃 大 = 路 通 的 谐 和 振动 
da dn O08 1 coat + Gs), 230) 


在 遍 一 般 的 近 亿 里, 六 程式 128,30 的 用 这 只 保留 入 般 小 是 的 
预 峙 .我 们 得 到 (8 的 方程 
P=, Go HD), 128.6) 
沾 达 式 (28, 外 应变 代 作 嘴 式 的 右边 。 赫 果 我 们 得 到 非 弄 区 燃 星 微 
分 方程 ,并 匡 它 们 的 让 这 部 分 可 及 半 措 夏 为 简 审 辕 关 性 夯 数 的 和 。 
所 以, 党 如 向 ， 
OE as OOS wat es C08 TORT ag) — 


| 


= data eos Ei t at- oa ra] + 


eos i — wma)tio, — gl }, 
，” 由 此 可 只, 在 力 程 式 1 33,6 的 右边 有 与 频率 鱼 于 屁 加 有 频 
浴 的 得 与 霉 的 拔 动 相对 应 的 萌 。 方 程 的 解 应 该 寻找 色 舍 同 样 局 期 
”性 因子 的 形式 ,是 我 们 得 出 辐 诈 :在 二 栅 近 仆 旦 ,在 炳 于 为 wc 的 
体 芭 的 简 玉 振动 上 应 加 上 附 王 手动 ,此 频 于 为 
be 二 (a, 7 
(也 包括 频 凌 的 二 信和 即 2% 和 辣 率 0, 局 次 对 应 着 措 定 的 位 移 )， 
这 些 希 率 称 为 组 合 闫 率 。 租 合 拔 动 的 抱 帆 和 对 让 于 季 正 振动 的 环 
积 sae (或 者 证 方 吗 ) 成 正比 。 
在 高 一 般 的 近似 里 ;, 当 拉 乎 朗 日 函数 的 恬 并 中 考虑 到 和 惠 高 险 
的 项 时， 因由 更 雇 合 振动 ， 定 倍 的 频率 是 有 具有 大 全 性 .的 和 与 落 ， 
但 着, 陈 此 以 外 也 还 长 生 一 个 新 的 现象 。 z 
愿 冰 是 这 样 ,在 第 三 家 近 亿 里, 在 想 合 沙 率 中 已 村 出 现 和 原 业 
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下 外 全 的 一 些 频 素 (os 十 oo 一 wa} 相应 用 上 硬 所 旭 的 方法 时 ， 
在 运动 方程 的 右边 将 有 共振 项 ,这 些 项 使 得 在 解 提 出现 带 有 随时 、 
六 而 境 加 的 振幅 的 项 。 但 是 ,在 物理 上 很 县 并 ,在 无 外 界 能 源 的 封 
于 体系 中 ,振动 强度 不 可 能 忻 发 地 境 长 。 
事实 上 ， 在 更 高 般 的 近似 里 , 基本 频率 au 比较 出 更 于 二 次 的 ， 
位 能 表达 式 中 之 “未 受 微 扩 ”的 值 cg , 将 发 生变 化 。 而 在 解 中 增 
- 爱 顶 的 出 更 和 下 而 型 式 的 展开 式 有 联系 
GD 多 人 十 do tS Dg oF — tds Sin cwm, 
当 # 是 驶 天 时 ,区 种 型 式 最 然 蚌 不 合理 的 。 | 
内 下 当 过 渡 到 高 一 级 的 近似 时 , 沈 般 近 癸 的 方法 其 形式 应 项 
该 样 地 来 改变 ,使 得 在 解 中 出 融 的 周期 性 因子 ,从 一 开始 就 含有 和 确 
切 的 ,而 不 是 近似 的 频 于 的 值 。 亚 好 是 由 二 共振 项 不 存在, 乡 这 的 
改变 才 收 方程 的 解 所 确定 
拒 这 个 方法 用 在 一 个 自 自 度 的 非 带 和 振动 上 ,把 近 格 裔 日 夯 








数 写成 
0 人 23 mB 

: 五 一 一 可 D0 A (28,8) 
相应 的 运动 方程 是 
t+ mi — a — Be 。 (28, 9) 

我 们 将 寻求 恶 租 近似 的 毅 数 形式 的 解 

w= 十 ww), 

' 并 有 


pgo0gwt | z (238,10) 
带 有 精确 的 w 的 值 , 而 这 个 值 本 身 我 们 将 在 以 后 用 级 数 6 一 wo 十 
十 中 十 wm 辐 二,… 的 形式 来 寻求 (对 时 间 起 点 作 适 当选 择 ,总 可 以 合 。- 
在 x1 中 的 初 祖 等 于 泛 )。 但 是 在 这 情况 下 , 形式 如 (128,9) 的 运动 
方程 式 不 十 分 方便 , 因为 在 把 (28,10) 代 到 它 里 面 后 , 等 式 的 左 方 
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莽 不 严格 做 i 十 刻 。 因此 我 们 预先 把 它 改写 成 等 救 的 水 式 - 
二 Wm 一 (2 -- Bos—{ 1— 人 , 1 28, 11) 


佐 质 此 处 的 和 一 3 十 3900， 二 上 6 二 局 中 本 是 上 略 去 商 于 二 家 
小 其 的 项 , 苞 们 恒 得 到 322) 的 方程 式 
入 人 aa) 一 一 GE ORF wt Seo O09 ti = 


tas a 
= — G08 200t -+ Do CO ot 。 


2 2 

在 等 式 的 右 记 无 共 所 项 的 条 件 委 容易 就 输出 w=:0， 这 和 在 本 节 
开始 时 所 议 济 的 求 二 航 近 侯 的 方法 相 签 合 。 缴 后 , 骨 通 党 的 方法 
解 非 济 交 线性 方 程 , 我 们 便 得 到 四 
aoa ,00 , 
0 2 ,~ (2 ， 12) 
i Be rt 

其 次 ,在 (5, 吾 ) 中 假 眉 m=w 中 二 4 十 29， ooo 我 ， 
们 使 得 到 “中 的 方程 

PF be) = = — dow lp Bet ow sl, 

把 表述 式 必 28, 10) 和 28， 1 代入 5 万， 在 想 过 荫 埋 的 变换 局 可 得 


ou 
一 -一 一 一 部 
Me Ge seos cr- 


A = -= 








.人 


cz2ee 呈 
_! 《可 1 2 
户 碟 Qe tg 一 *B leos ut- 


使 共振 因 闻 cos wt 的 系数 等 -下 尝 ,我 全 求 得 对 基本 剖 率 的 竺 于 
> (88. be )e， ‘28, 13) 


此 钞 正 正比 于 振动 | 地 而 第 Fal 租 俊 振动 


WT = jeog St 。 (28,14} 


了 Ba (Rs Bo 


£298， 非 粮 性 振动 中 的 共振 
”如 暴 天 不在 体系 作 蝇 迫 振动 时 蕴 汝 和 的 项 ， 那么 证 共振 现象 
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.中 就 二 发 现 本 质 上 新 的 特性 。 


在 方程 (28,9) 右 谋 加 上 周期 性 的 入 滨 为 办 力 后 可 得 
d+ 0+ woo0s yt— or — Boe, (29, 1) 


在 其 中 我 们 也 写 大 了 图 尼 指数 为 》 的 摩擦 力 (以 下 我 们 假 改 很 
小 )。 严 耕地 琢 , 在 考 虚 到 自由 振动 方程 式 中 的 非 灾 性 项 时 , 必须 
闻 时 考虑 到 强 追 力 振幅 中 的 高 险 项 , 这 些 山 阶 项 对 应 着 强迫 力 对 
了 了 位移 x 的 可 能 的 估 吉 关系 。 我 们 不 列 大 这 些 项 仅仅 是 为 了 简化 
公式 ,因为 它 老 个 不 改变 现象 的 本 寓 。 
最 Y=wWo+£ 

(很 小 ) ,就 是 说 靠近 通常 的 共振 ， 如 果 利 用 于 面 -~ 些 道理 ， 剧本 
以 不 坦 棱 研究 方程 (29,1) 而 来 探讨 所 八 生 的 运动 的 性 相 。 

. 在 生性 近 俱 中 ,在 上 共振 附近 ,强迫 振动 振幅 5 对 外 力 的 振 罩 / 
利 绒 奉 池 的 依 频 关 午 由 冯 式 (26,7) 迷 出 , 厦 且 这 个 公式 我 们 把 它 
写成 - 


Be(82 4 A) = 二 (29,2) 


白 动 的 大 栈 狂 引起 其 加 有 频率 对 和 由 的 依 六 ,我 们 把 有 频 
“于 写成 , 
wo 二 nD, | . {28,3) 
: 其 中 常数 * 以 一 定 的 方式 通过 非 器 和 条 数 才 孙 [网 (28,13)]。 相 ~ 
应 地 ,我 们 在 公式 (29， 2) 中 (正确 切 地 说 是 在 微小 的 差 7 一 wo 中 ) 
把 wo 换 夏 ow6 十 x 如 。 

仍 采 用 符 生 一? 一 co， 竺 果 我 们 得 到 方 各 


5a[(e 一 x52)3-X2] 一 了 -29,0 


4 


或 者 . ebst A (~ ee )- -7a。 


Cah 


L$ 29| 涉 宰 性 所 rat 的 共 访 了 地 


一 











闻 程 (39, 信 是 到 的 三 误 方 程式 : 的 实 可 类 定 强 党 振动 的 拔 
眶 。 廊 我 们 来 研究 一 下 在 外 力 /的 振幅 为 已 知 叶 , 这 个 振幅 对 外 
力 频率 的 依 顿 关系 。 ， 
当 了 了 的 值 足 铝 小 时 , 振幅 
5 所 小 ,于 是 在 (29; 有 和 中 可 以 忽 
上 申 高 5 的 二 次 方 的 项 , 因而 
我 们 区 何 玫 了 (4292 的 商 数 : 尖 
系 51e) ,这 个 关系 是 用 在 8=0 
处 为 桦 大 值 的 对 称 曲 禾 来 天 示 
的 (图 32,， 习 。 随 闭 . 的 增长 ， 
曲线 发生 形变 ,最 补 保 持 闭 自 
芭 的 竺 点 -一 一 有 一 个 极 大 什 
(图 3, 0) ,但 极 大 御 和 到 正 
一 曾 汉 了 [在 w…0 时 )。 这 时 
在 方程 (29,4) 的 三 个 粮 中 只 有 
一 个 实 根 . 
然而 ,从 一 定 的 什 了 = 访 
(这 个 值 成 后 我 们 要 确定 它 ) -大 2 
起 , 曲 黎 的 手软 开始 改变 。 在 为 大 于 . 记 的 任 一 个 值 的 情况 下 ， 
莉 有 一 定 的 频率 区 域 存在 ,在 这 个 区 域 里 汶 程 (29, 沙 有 三 个 实 梳 ， 
蔡 园 32, 6 的 由 线 上 六 耻 BODE 色相 应 于 这 个 区 域 。 。 
在 五 点 和 C 点 -9 一 oo 的 条 件 决 定 这 个 区 域 的 界限 。 把 方 


程式 (29, 作 对。 徽 商 后 ,得 到 
db -一 此 由 十 区 的 


de ered Bd: ° 
所 以 卫 点 各 侣 点 的 全 三 兴 定 于 方 各 
Sdnb ed dA =D "29, 








ou, 
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和 (29, 人 的 联合 解 。 联 合 解 的 * 的 两 个 值 都 是 正 的 。 在 守 一 0 的 


bay se 一 


到 ?con 和 
这 个 值 和 梢 数 关 么 (29,2) 所 答 的 极 关 值 哆 合 。 

可 以 证 明 (在 这 里 我 们 将 不 研究 个 ) , 在 方程 (29, 负 的 三 个 实 
禄 中 的 中 轩 一 个 视 ( 训 在 图 32; * 中 拱 线 所 改 示 的 CD 兢 嫉 ) 相 当 于 
体系 的 不 稳定 振动 : 无 路 多 么 小 的 微弱 作用 加 于 处 在 这 种 状态 中 
的 体系 二 都 会 使 振动 变 为 相应 于 大 一 些 束 小 一 些 的 根 ( 芭 矿 破 BC 
或 也 的 振动 。- 和 下 此 可 网 , 只 有 4BC 和 DEF 两 个 分 枝 圳 对 应 
洪 体 条 的 其实 振动 。 容 许 两 入 不 同 枯 幅 的 频 球 区 的 存在 是 在 这 种 “ 
情 天 下 值得 注意 的 特点 。 所 以 , 在 外 力 的 汗 率 逐渐 培 加 时 强迫 据 
动 的 振幅 将 沾 着 曲线 48C 增加 。 在 点 C 振幅 发 生 “破裂 "， 印 振 
枉 跃 降 测 相 当 于 召 点 的 值 , 然后 (在 频率 稳 禹 增加 时 ) 将 治 着 由 线 
FF 改变 。 和 如 果 双 践 少 类 素 , 泗 么 蝇 近 振动 的 振幅 将 沿 着 曲 楼 PD 
改变 ,在 点 也 板 檬 路 增 漳 B， 然后 将 洛 着 B4 羔 少 。 

为 了 算出 值 疡 , 我们 启 注意 ， fs 是 当 {e 的 ) 二 次 为 程 (29,5) 
的 两 根 相 重 时 了 的 值 , 在 了 =fi 时 OD 怠 慨 变 或 一 个 担 庶 。 俩 一 
次 方程 (29,5) 的 制 别 式 等 于 雾 ,我 们 得 弱 25:= 和 ,方程式 在 这 种 
情 融 下 的 根 是 8~2x5? 。 殷 这 些 8 各 的 值 代入 (29, 力 便 找 得 
。 oo (29,7) 


当 ysan 时 , 概 动 的 暮 粮 性 除了 使 共振 现象 的 性 摘 履 变 以 、 
外 ,还 引起 新 的 共振 出现 ,在 新 共振 中 ,频率 与 oo 送别 很 大 的 外 力 
激 赣 起 姑 兴 与 me 相近 的 振 闹 。 四 


区 朋 可 内 在 ; 辟 她 如， 伯 术 第 但 夫 和 米 特 劳 汇 利 矮 共 的 “者 类 性 小 动 班 给 中 的 ! 
浙 近 法 ”( 轴 再 学 青 舌 出版 社 ，1058 年) 一 宇 审 找 李 。 


量 


(29,6) ， 
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识 钴 力 的 类 歼 了 全 ce -， 邹 


ww 
人 == -a 十 号 。 


全 一 般 米 形 近 位 中 ,此 和 外力 在 潜 邓 中 激 蕉 起 站 计 相 同 的 柑 动 ; 梁 振 
及 与 力 的 振幅 谨 正 比 : 
: C1 = 3 COS (学 十 e)t 


3 
[ 撤 要 作 式 122,4。 然而 在 二 被 近似 中 考虑 到 非 耕 性 的 项 时 ,下 
些 拨 动 使 得 在 方程 式 \29, 才 有 过 出 现 锁 绪 为 27 之 wo 的 项 。 序 是 
谣 , 把 x 人 代 大 方程 
a 
站 用 二 伴 角 的 余弦 , 霸 在 右 迹 位 名 留 共振 于 ， 我 们 局 得 到 
BR NT) 1 a Pa 二 a 二 


er i [ " 
= — i costo- HE 了 和 \29,8) 
Pir ， 


这 个 汶 各 式 和 广 粮 式 (29, 力 的 文江 仅 色 在 于 其 中 力 了 的 拔 同 的 地 
办 横 成 了 正比 于 的 表达 式 、 这 就 意味 落 有 这 种 共 找 产生 , 它 和 
上 上 面 记 鲜 完 过 的 在 y 闪 oo 让 的 共振 性 里 相 厅 ,人 旬 有 较 小 的 强度 - 
于 费 在 方程 4129, 4 中 把 了 了 竹 成 一 8a 7 eo (并 且 拒 3 搞 成 28) 

就 可 得 到 疯 数 关 洒 8(8): 
p21 (8 p67)24.221 = re (29,9) 


现在 币 外 方 的 闫 这 
YT 
和 一 表 近 抬 中 找 们 有 有 


i 一 一 ine 心心 导 (200 十 Et, 


当 看 方程 起 (9.1 中 代 类 一 oo 二 er 上 时， 与 前 而 情况 不 同 , 这 如 
得 不 汉 具 有 其 版 引力 的 性 拷 的 于 。 但 出 于 正比 于 生 梳 op 的 二 
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Fr ee me — —— 一 一 -一 -一 


用 项 而 有 贿 数 型 其 振 产 生 。 如 果 在 所 有 非 线性 的 项 中 ,只 保留 这 
一 大 的 身 , 那 未 对 af 我 们 得 到 方程 


EF OED 0D = ~ Qa Vw 
， an 四 _ Dr " ， } 
{Dy UE I el ny 3 
2 十 2 Fe 中 1 Se cos (Zoo Fo) lo 0,， (29,10) 


部 (27,8) 类 型 的 (考虑 到 摩 氛 的 ) 方 程 ,我 们 知道 , (27.8) 就 是 在 一 


” 定 的 频率 间隔 中 引起 振动 不 稳定 性 的 方程 。 然 而 为 了 确定 振动 的 


合成 振幅 , 这 个 方程 是 不 够 的 。 最 粹 振幅 的 建立 是 和 非 科 性 效应 
有 关 , 为 了 在 方程 中 合计 此 效应 ,应 著 也 保留 对 x 是非 米 性 的 从: 


ZA Te aw Br = 
= dr con (ent a) tae 99, 11) 
= 福 醒 多 下 列 情 况 ,， 对 这 关 题 的 研究 可 以 大 大 简化 。 如 时 假定 
在 廊 程 (29, 逢 ) 的 右 这 
xz 一 oos| (wat jis | 


(其 中 必 是 所 求 的 共 扳 扳 动 的 振幅 ,5 是 常 相 移 , 它 在 以 后 是 不 重 : 


要 的 )， 同时 把 两 个 周期 性 因子 的 乘积 裘 为 两 个 余弦 的 和 的 形式 ， 
我 全 便 得 到 具有 通常 共振 (相对 体系 的 加 有 频 举 co 性 质 的 草 
(+ 
虹 此 ,问题 又 化 谍 了 本 节 韧 所 研究 过 的 关于 非 纯 性 体系 中 通常 在 
振 的 问题 , 董 别 仅仅 在 于 现在 是 是 af8/3@3 起 外 力 找 幅 的 作用 
《es/2 换取 了 sj。 在 万 程式 (29,4) 中 进行 这 个 代 换 ,我 们 便 得 浏 
(Ea) + = 


B36 ° 


对 于 如 来 解 这 个 方程 式 ,我 们 求 得 振幅 有 以 - FEF 可 能 的 值 ; 
p=, . (230, 13) 





提 


后 


二 


3 
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P= Ey( es 人 A 上 29,18) 

. 
w= ls- (Cesr) ~]. (29,14) 

证 图 33 上 措 精 关 从 这 里 所 得 到 5 5 对 8 的 依 节 关系 (这 荐 x 之 0 

的 情况 ; 在 x<<0 的 情况 下 , 曲 ; 

线 朝 向 相 友 的 一 面 )， 吾 点 和 

C 点 对 谈 寺 数值 

如 一 tl Hp 2 ) 4 四 
在 五 戌 的 左 方 只 有 一 个 秆 如 = 4 8 ¢ 2 
是 可 能 的 , 即 涪 县 振 ,而 六 世 鼎 3 


不 能 激发 起 上 舌 屯 二 on 之 振动 。 在 和 局 之 半 的 漳 陋 内 , 汽 们 有 
珊 个 根 : 050 ( 鸯 呈 上 的 BO 段 ) 和 表示 式 (29,13) (分 枝 8 六)， 
最 后 ,在 @ 点 的 右 方 存在 (29;12) 一 (29,14) 的 所 有 三 个 根 ,但 并 不 
是 这 坚信 采 都 相应 于 稳定 的 振动 状态 。5 =-0 这 个 值 在 BC 区 间 上 
是 不 稳定 的 四 , 井 旦 同样 能 够 永明 ,相应 于 (在 另外 现 个 根 之 并 的 ) 
(29,14) 的 很 的 状态 永远 是 不 稳定 的 。 在 图 33 上 不 稳定 的 ? 值 用 
帆 线 表示 。 
五 我 们 来 考察 一 一 比方 座 一 -~ 在 外 力 频 这 逐渐 减 小 的 情 六 
下 , 最 初 “者 赴 *" 久 的 体系 的 行为 。 在 至 达 O 点 以 前 一 次 是 5 一 0， 
到 达 以 后 , 这 个 状态 就 发 生 “ 破 至” 而 过 滤 独 分 村 28 .E。 当 8 杂 





.中 ”这 段 隐现 恰好 相应 秆 大 数 共 报 的 区 城 (27,12)， 并 县 了 (29,10) 同 (27,8) 的 比 
角 甲 ,我 全 有 [加 32 六 pw 大。 0 可 右 存 在 的 党 途 


: 2 
+ 二 
i B 


相 记 尘 水 逢 乱 i 。 
区 让 当 注 恋 , 我 们 这 时 所 邮 究 的 其 基 共 柏 概 济 。 六 于， (有 兴 报 并 咎 以 味 凑 体 
举 就 是 静 : EF 的 ,在 体 凶 内 将 有 狼 庙 的 ,频率 为 Y 的 强迫 拖 动 。 


加 


-9 做 当 动 ”I[ 鱼 王 痒 1 


- 一 一 一 -一 一 rr FE 


绕 减 少时 ,振动 的 振 央 在 点 号 小 到 堵 信 。 窑 频率 相反 地 增 大 时 ， 
扰动 的 振幅 冶 蘑 BE 曲线 王 和 中， z 

我 们 所 研究 过 的 上 长 拔 是 产生 在 非 缕 人 性 所 天 体 和 中 的 主要 情 
况 。 在 更 高 弛 的 近 倒 中 要 出 现在 其 他 频 夷 上 的 共振 。 严格 地 没 ， 
在 一 切 注 是 wy 二 maos wo (n,m 是 整数 ) 的 琐 素 y 上 , 也 就 是 说 
在 一 切 7 一 pwo/q py dy 本 是 整 琢 Y 上, 共振 都 应 发 和 华 。 然而 由 于 
近似 程度 的 提高 ,共振 现象 的 强度 :下 及 共振 现象 发 生 的 频 球 区 
域 ) 很 快 地 匡 沙 ,以 技术 赤 际 中 只 能 觉察 到 秆 主 为 ?二 poop1gy 耐力 
和 立 彬 部 不 大 的 共振 。 


普 是 
ian ?Ye Sa 上 过 共和 皖 的 而 数 潜 系 sy 
: 定 一 椭 近 位 中 
P= 二 COB (Bm jt 


由 (29; 办 我 们 得 到 二 家 近似 (x 四 ) 的 发 程 

ED OAD FD a BE BA gD3, 
” 效 盟 , 首 锋 式 的 右边 仅仅 写 措 了 引起 我 们 及 研究 的 江 氢 的 项 ， 候 定式 中 . 
5 四 一 oo 引 fo 十 于) 于 引 关内 二 全 余 政 的 联 乘积 中 分 出 共 据 项 ; 我 们 便 在 
方程 的 右 端 得 到 发 过 式 

36b3a 
en }-a] z 

由 此 可 见 ,5 对 6 的 依 顿 美 潍 ,可 罕 太 稳 (29,4) 中 用 36b27732 代 摸 了 而 
用 6/3 代 换 s 来 求 得 , 亦 记 根据 下 面 的 方程 未 求 得 : 


(0 +»|= wy besAbt, 





这 一 磊 程 的 根 ; 

次 仆 基 嵌 苞 起 休 ,所 有 导 轩 周公 开 呈 上 有 有 在 坟 鳃 请 :六 荐 让 扣 宇 巴 小 上 时 地基 个 遇 
世事 实 , 上 ， 几 在 天 后 相 实 隆 某 一 ' 避 时 就 党 了; 当 法 各 这 一 点 时 振动 状态 
主攻 折 著 :i be 总 nm ~ 


【 31 玉带 奖 抄 粮 中 的 如 寻 i138 


el 
. . 1 4 
1 一 
se Dr he x2 


全 克 34 中 广 图 形 帮 电导 7 的 拓 籽 甘 辽 瓜 特性 i ~ 人 0 时 1 各 从 b= 
{ 找 征用 玉民 4B 对 北江 稳定 宦 状 恋 ， 习 点 对 店 于 


- ~ EE 
i .B=.. 
: 友 及 = 了 


沿 个 值 。 旗 动 状态 只 在 8> a; 时 事 存 在 ， 洗 朋 振幅 bi。 晰 然 5 二 0 的 并 

态 永 注 是 兢 定 的 ; 那 从 为 了 激发 起 据 直 ,起 嫩 的 :推动 *? 订 是 必 震 后 
区 全 所 得 到 的 公式 仅 友 在 = 很 小 时 于 正 葡 ， 训 困 这 时 汕 泡 瞩 巾 满足 于 

件 4~25 则 E 的 洲 小 注册 以 的 微小 往来 保 评 ， 





39， 快速 交 变 场 中 的 运动 


下 如 我 们 将 研究 同时 处 于 不 变 场 5 和 随 叶 欧 而 改变 具有 高 
糊 o 的 力 ~ 
了 一 Jeog tt fo gin wt {30,1} 
作用 下 的 粒子 的 运动 (fi, fz 是 仅 机 恢 末 于 华 标 的 硬 数 }。 我们 认 
为 满足 于 条 件 @ 光 1 的 着 率 是 “ 商 频 ”， 式 中 史 与 质点 只 在 木 变 
忆 内 运动 的 周期 辣 数量 佣 .。 从 数量 上 计 力 /并 不 比 场 口 的 作用 力 
对 ,但 我 个 假定 由 这 力 所 引 起 粒子 振 尖 位 移 很 小 :以 后 这 位 移 用 上 
表示 \， 
沟 了 简化 弃 算 ,我 们 侈 研究 在 供 优 亲生 一 个 定向 华 标 的 志 内 


的 一 梭 运 动 。 这 时 粒子 的 运动 万 程式 中 是 1 
hm 十 站。 (8013 


从 作 用 于 粒 邓 的 场 的 性 质 训 可 事先 知道 ,粒子 的 运动 是 治 着 
某 一 圆滑 的 加 省 移动 , 同时 国 笑 着 达 雪 道 (以 频率 o) 作 微 所 坟 ， 
因此 我 个 把 丁 数 (四 写成 下 曾 和 的 形式 ? 

zt) = 4+), (30,3) 
其 中 (1) 是 我 们 所 指 的 微 振 动 。 、 
二 数 (在 其 几 丧 25 时 间 内 的 下 均 估 为 雪 ,而 数 工 (在 


这 让 时 间 内 变化 很 小 。 若 在 字母 上方 加 一 揽 表 示 这 样 的 焉 均值 ， 
荐 我 们 有 3= 羡 ( 们 ，, 亦 即 画 数 七 0 描述 由 在 均 快 泪 振 动 而 得 济 
的 粒子 的 “平稳 "运动 。 我 们 将 推导 出 决定 这 一 曾 数 的 方 稳 3 。 

将 (30,3) 代 久 (30, 罗 ,并 按 E 的 方 次 展开 , 使 准确 到 一 条 ,我 
们 便 得 到 


zm 六 十 m= 一 A 二 (和 DE 2 d, 


在 此 方程 内 :有 不同 性质 的 , 郎 振 落 的 及 “ 平 务 " 的 项 ,很 碍 显 , 它 个 
记分 其 在 这 两 个 租 的 每 一 租 中 相互 移 去 。 对 振 费 的 项 ,我 们 坊 坝 . 
| : ,me=f(F, A, | (30, 6) 
其 他 项 含有 小 因子 办 裔 比 我 们 所 写 的 项 小 很 攻 ( 这 于 微 商 ,由 
“于 它 和 大 的 数量 人 ”成 正比 ,因此 并 不 小 )。 对 含有 (30, 了 中 之 画 
数 斌 的 方程 (30,65) 积分 (这 时 量 到 禾 四 作 常量 )， 我 们 得 到 
E= — re (380,6) 


(30,4) 





的 家 基因 末世 不 一 定 
村 像 我 们 在 C30, 中 所 假定 的 那样 是 党 数 。 不 过, 这 立 的 南 央 并 并 扩 映 在 曲 丘 的 糙 果 
< 此 后 面 )e 

名 下 而 所 这 方法 的 大 起 是 议 于 卡 皮 红 的 UPI 年 )。 


[人 快速 安 ， 让 网 让 的 过 家 了 2 后 


er i 





现 丰 ， 我 个 来 对 叶 间 平均 (法 于 面 所 涝 的 意 电 ， 方程 (80， 2, 
起 屿 一 亦 方 的 了 和 * 的 平均 值 为 千 ,因此 得 到 只 念 谓 数 下 ( 丰 的 方 


"UU eo 
Ta te ox OX mo aX 
最 局 我 们 把 它 政 :本 为 
民生 一 一 一 了 种 才 ， C30,7; 


其 中 ,有 有 有效 入 能 由 


Up = 一 十 i : I = - rp Fr 十 并 ) | 加 3} 


兴 完 卫 。 将 此 式 网 430,6) 比较 ， 央 复 容器 否则 , 元 的 ( 较 之 场 U 
梁 济 1 项 让 是 别 的 , 正 是 振动 鬼 怎 均 动能 ,地 


~ Uspg=U 二 字 (30,9} 


可 -EE 

由 可 网 ,粒子 对 振动 所作 的 平均 运动 是 这 广 刘 行 的 ; 训 和 除 

了 硬是 场 U 玉 外 ,还 有 一 个 附加 的 盾 定 训 和 作用 着 , 这 附加 的 恒定 
塘 对 看 场 控 局 的 优 贞 关 系 是 二 次 的 . 

所 得 仍 赫 果 可 以 很 容易 地 推广 到 尾 泡 月 由 搂 数 的 由 六 坐标 

9 册 钞 这 的 体 深 上。 对 于 有 伐 仔 能 我 们 得 到 [ 代 罕 C30,3) 的 ] 衣 未 式 


Ui :风机 一世 十 on Ff -- — i -| - 辫 让 Ea ， ‘30,10) 


了 站， 量 ar 《一 各 汶 是 坐标 的 二 数 ， 是 体系 动能 的 系数 ar 工区 
(TT 拘 记 的 短 吓 之 迹 短 陆 郊 涪 ， 


EE 
i， 就 大 定 探 的 稳定 平衡 位 轩 , 披 自 返 的 蕊 这 以 高 类 这 : Y 《7 六 M9.7) 和 作 


中 夺 淖 供 籽 对 x 的 搁 况 下 . 淖 行 一 此 巾 拔 的 运算 ,但 电汇 灾 公式 (30,7) , (30,8) 
志 基 正确 的 。 





:ee 机 振动 [第 下 举 ] 


婚 芝 振动 。 

解 : 从 55 的 难题 3, (9 中 所 得 到 的 拉 格 郎 日 副 数 看 出 ; 在 这 情况 下 ， 
变 力 是 : 

j=— may eos 许可 也 oy 
《 选 角 代替 最 六 。 因 此 “有 效 伺 能 ” 
| Voy meong+ sing), 
稚 定 平衡 位 证 对 应 淤 这 泗 数 的 景 小 值 -、. 也 下 疝 下 的 旋 向 (人 一身 永远 是 稳定 
和 的。 在 满 尼 答 件 
2 ol 

的 情况 下 ;党 交 向 二 的 状态 (9 一 <) 也 是 黎 定 优生。 

2， 间 前 题 ,得 其 苔 点 作 水 下 振 否 。 

般 : 按 45 的 要是 3， > 中 所 得 的 拉 格 度 日 图 数 ;我 们 和 乒 玫 | 


= miay? cor yt 0s Pp, - 


于 是 ” ip 一 ol] ont 和 eos ?|。 
如 果 a2732<297; 草 #= 刘 为 稳定 位 血 。 邵 果 93> 287 出 稳定 伞 访 对 刻 落 
LE 一 28 

me 





第 六 章 “刚体 运动 


$31， 角速度 
在 力学 中 , 罗 体 可 以 定义 为 其 阅 趾 离 保持 不 变 的 实 点 所 粗 成 
的 体系 。 实 际 存在 在 锯 然 界 的 体系 只 可 能 近似 地 符合 这 人 条件。 
在 一 般 情 况 下 ,大 多 数 国体 形状 各 大 小 的 改变 非常 小 ,以 至 于 在 把 
图 体 当 成 一 个 贞 体 来 研究 其 运动 规律 时 , 完 双 可 以 不 去 注意 这 些 
改变 。 
为 了 简化 准 全 ,在 以 后 的 滞 述 中 ,我们 将 轻 常 把 天 体 潭 作 是 分 
交 的 次 点 第 合 。 这 种 罩 法 同 实 际 .上 在 力 党 中 常 把 刚体 下 成 这 楼 
体 , 完 至 不 注 意 它 倍 内 部 构造 的 情况 -点 坦 丰 矛盾。 从 按 蛙 点 取 
和 所 得 出 的 公式 过 渡 到 回炉 体 的 候 式 , 只 于 把 煌 子 的 扑 量 换 成 让 
体积 元 dV 内 所 包含 的 质量 pdf 0p 是 守 量 密度 ; ,然后 对 物体 束 
个 体积 积分 。 
为 了 描述 刚体 的 运动 ,引入 两 个 水 标 杀 :“ 表 由 ”坐标 系 ， 好 汗 
性 华 标 系 有 PZ， 以 及 固定 在 刚体 并 家 与 区 部 送 动 的 运动 做 标 
容 各 二 2 二 9 一 ?>。 到 物 体 误 性 中 心 为 运动 六 标 系 的 原点 是 
开 吏 方便 的 。 
期 体 相对 十 裔 止 坐 标 系 的 位 置 完全 由 运动 侍 标 系 的 位 贺 来 决 
:、 访 向 和 呈正 示 运 动 条 级 原点 曲 的 位 党 ( 赚 中 )。 而 运动 系统 
的 是 后 利和 由 于 静止 对 狐 的 指向 由 三 个 独 直 的 角 决 定 , 所 以 同 向 
给 是 的 三 个 区 量 一 起 ,我 全 共有 六 个 毕 标 ， 贱 此 可 红 , 任何 出 体 
都 是 ;3 个 全 由 度 的 力学 体 杀 ， 
我 们 来 疯 深 刚体 的 任 襄 一 个 无 限 小 的 位 移 。 此 位 移 可 看 作 院 、 
(Clr:} 


ft 第 关 剖 ] 


个 组 成 者 分 的 和 。 洪 一 -是 物 
导 的 无 状 小 的 平移 , 它 使 展 
六 中 心 从 初 位 置物 到 鞠 位 
过, 同时 运动 坐标 系 轴 的 指 
向 保持 不 变 。 第 二 部 分 是 粮 
往 性 中 心 的 无 穷 小 的 转动 
它 使 刚体 到 达 最 蒋 位 置 。 

出 体 的 任意 一 乒 卫 在 运 
动 华 炮 系 耗 中 的 向 么 用 夫 

加 杀 , 获 点 在 “ 般 止 双 统 ”中 的 
向 么 用 + 来 表示 。 这 样 , 已 点 的 无 配 小 的 位 移 只 等 于 局 役 性 中 必 
一 道 的 伺 移 da 加 上 相对 惯性 中 心 藉 一 无 辽 小 角 dp 时 的 位 移 
ep- 宁 [ 见 (9 : 





dr=dRt [Ge 。 
用 进行 这 一 位 移 责 需 针 岗 中 除 - 下 而 的 等 式 , 并 引 久 过 诬 


dr oR py dp -一 2 
me 下 1 2 了 (31 ,1) 
我 们 便 得 到 它们 之 并 的 关节 
有 一 下 十 Ti ， (31,2) 


向 晤 下 是 刚 慰 怡 性 中 心 的 速度 , 时 做 因 体 的 平移 运动 迷 度 。 
向 最 只 叶 做 加 体 转动 的 角 建 度 , 其 方向 fn dp 的 方 问 一 样 ) 与 畦 
泗 轴 的 方向 相同 。 出 此 可 见 ,物体 任意 一 点 的 速度 { 拍 对 于 前 焉 华 
标 系 ) 可 以 用 牧 体 的 平移 速度 和 转动 角速度 末 起 示 。 

必须 着 重 指 出 ,在 推导 颁 式 (81, 引 时 , 华 标 原点 就 是 物体 的 悍 
性 中 心 这 个 特殊 性 里 没 有 用 到 。 以 后 当 我 们 计算 运动 物体 的 能 量 
寻 将 设 明 这 样 选 择 举 将 原点 的 优越 性 。 

融 存 假发 固定 在 刚体 上 的 坐 标 系 准 的 原点 我 们 不 选 撑 在 惜 福 


E817 克朗 9 





中 心 0， 而 在 | 池 人 拓 何 时 并 的 菜 谍 0。 ,这 条 级 原 所 0O' 的 y 六 移 过 
度 以 六 流水 ,而 它 的 烷 注 角速度 甩 经 表示。 

该 我 全 简 料 来 吉 阴 体 的 某 2 地 [以 7' 改 示 它 址 对 于 度 点 猎 
约 辣 入。 甩 么 下 = 雪人 及 式 {31, 沪 即 得 

Do PH | -i LF" 

于 一 广西 , 接 妥 说 和 重 的 定义 , 记 当 有 29=V' 二 [027]。 所 雇 我 
们 得 开业 座 : : 
VViltNal, O=0, ,8) 

基 让 第 二 个 等 式 很 重要 。 我 们 五 潭 ,在 任 一 时 到 ,四 定 在 册 体 
上 上 隐 学 标示 的 埋 到 和 速度 完 休 二 华 奈 渗 无 关 。 所 有 这 样 的 举 标 系 
在 同一 时 到 税 淆 王 入 于 行 的 轴 以 纺 对 僧 相 辣 的 迷 度 只 过 芍 。 这 
称 己 况 合 我 们 清理 出 称 总 为 则 体 订 身 的 转动 角 述 庆 。 二 竺 移 的 
速度 拖 然 邓 共 各 这 种 : 趣 对 "性 时 、 

让 48T ;3 第 一 个 公式 可 看 出 ,如 对 汶 标 原点 0 作 某 稚 选择 后 
各 向 (在 该 时 副 ) 相 上 条 并 肛 农 们 ( 朗 六 和 怠 ) 在 相对 任何 于 
能 原 虑 骆 素 确定 时 也 开 胡 得主，、 申 公式 (人 淖 出 ,这 果 入 和 体 四 
一 牙 改 点 的 可 度 和 部 宇 同 一 下 桓 一 一 生肖 于 总 的 平面 内 。 划 巧 ， 
是 在 忠 选 择 这 样 的 原生 个 三 ， 宅 的 速度 多 等 于 零 , 这 样 加 体 在 
起 时 记 ) 运 动 将 足 转 贸 通过 O 点 的 好 的 下 粹 转动 。 这 山 称 为 禾 体 
的 枚 对 狠 辆 芝 、 

以 后 我 们 将 永远 假定 动人 举 标 时 的 原 点 选择 在 物体 的 惜 震中 
心 ,关上 竹 楼 闻 情 也 通过 这 个 中 心 、 一 般 地 得, 在 凡人 迟 滩 动 上 时， 如 的 
炉 台 入 雇 且 辐 斑 寺 的 开启 奏 在 变化 。 

人 全 体积 :二 入 。 


在 让 和 名 不 相合 霸 的 一 般 情 芝 下 ,可 月 迁 抒 杖 标 原 点 ,使 六 各 旬 开 机 下 
生计 汪 攻 (2 车 本 省 ) 痢 性 粮 某 二 的 入 计 三 渤 训 更 的 下 征 之 总 会 
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8 82、 惯 最 张 量 
为 了 计算 并 体 的 动能 ,我 们 把 刚体 在 碟 芬 间 的 质点 系 , 央 而 我 
全 守 


7- 了 2 


此 处 是 对 钥 成 物体 的 一 急 贤 点 取 和 。 为 了 简化 公式 的 汐 写 ， 达旦 
以 及 以 后 我 们 都 将 省 略 去 烙 这 些 导 点 匾 号 的 指标 。 
将 (31, 驴 代入 下 式 ,我 们 便 得 到 


T= V+OrD -TE Ar+t Ar, 


出 体 各 点 的 迷 度 了 和 笑 都 是 一 样 的 。 所 以 在 第 一 项 中 ， 三 可 
摄 出 求 和 的 刀 号 ,而 Ym 是 物质 的 质量 ,我 们 用 久 哨 未、 对 第 二 荐 
我 们 可 以 号 

TmV IO mr EV ON OY mr 、 
由 此 可 见 ,和 如果 动 坐标 系 的 原点 照例 选 在 忆 性 中 心 ,那么 这 第 二 项 
给 于 震 , 因为 这 时 了 my =0。 最 后 ; 在 第 三 项 中 展开 向 基 积 的 平 
方 , 猪 果 便 找到 


了 一 任 5 一 十 村 了 mezr2 一 (Cr 号。 (2 


这 禅 , 出 体 的 动能 可 应 玫 示 为 两 部 分 的 和 。 (32, 了 1) 中 第 一 项 
为 至 通 动能 ,其 形式 和 全 部 村 量 都 集中 在 忻 性 中 心 时 的 形式 租 同 。 ， 
第 二 项 是 以 角速度 身 三 通过 惯性 中 心 的 畏 的 震动 动能 。 必须 上 斌 
油 提 出 .之 所 以 我 个 胡 把 动能 从 成 两 部 从 ,完全 由 于 秒 俏 和 将 圈定 在 
物体 上 的 坐标 原 虑 选择 在 惯性 中 心 上 的 蒜 故 。 

把 转动 动能 改写 成 张 量 形式 , 即将 动能 通过 了 7, 如 的 分 量 岂 ， 
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A 2 来宾 示 Wm 我们 有 
Th 这 一 人 ie = 


- 六， nm {A202 ii 一 2 rr} 一 


= 一 1 {2.02 上 了 1 {zi — WT) 3 


3 
这 里 用 了 性 等 式 -6 其 中 6 为 军人 入 路 量 ( 宪 的 分 散在 i 
时 等 于 1 了 ,在 2 时 颖 于 汰 )。 引 久 晓 基 


Ti = Ym {mio — Mm) } 2 
我 树 便 得 到 刚体 动能 的 最 后 琢 达 式 为 
罗 一 大- 十 于 dk o (892,.9) 
从 (323, 罗 中 减 去 位 能 后 可 得 到 潮 体 的 拉 格 朗 目 两 数 
T= 了 i 


位 兹 一 般 冬 来 是 决定 贺 体 位 置 的 六 个 变 莫 的 南 数 。 例如 , 淇 性 中 
心 的 三 个 举 标 直下 ,2 和 相对 于 陵 止 坐标 轴 确 定 动 坐标 力 措 和 疝 的 
三 个 角度 。 
Ly 称 为 物体 的 转动 惯量 强 量 ， 或 简称 为 惯量 张 曲 、 内 
定义 : 冯 . 纺 可见， 世 是 戏称 的 , 印 
Tix = fio -2,$) 
为 了 请 二 链 起 见 ， 把 它 的 党 牙 景明 她 地 烈 瑟 下 才 : 
mm Cm Dm 
js -zm mw) Cmys ,的 
une ~ Tey Pa 


去 1 站 本 家 中 用 学 给 i 二 个 慎 前 线 量 指标。 同时 闪 想 者 应 
用 王 知 的 训 串 搞 须 、 控 站 起 期 求 有 有 [的 证 贡 党 叶 了 填 复 的 指标 ( 抽 请 喇 措 名 :* 笋 客 味 兰 
对 .2.3 三 个 秆 环 科 , 例 妈 过 Bi 一 碟 B, 坦 = -一直 竹 答 ， 避 外 嗓 指 祝 的 涝 :下 十 
可 入 任意 改换 ' 只 是 下 “种 苇 式 中 二 治 用 的 蓉 他 报 量 指标 表 村 注 鹿 合 .… 


I39 ” 蹦 体 运动 [ 冰 汽 举 了 


从 最 了 i Tyy， zs 有 时 陈 为 相对 - 下 对 应 二 的 畦 动 慌 晤 。 
显然 , 恒 朋 援 量 可 相 加 ,也 就 足 训 一 个 网 体 的 转动 惯量 等 于 它 
的 备 部 分 炮 沥 慎 量 的 利 。 | 
车 涡 体 可 以 畦 作为 速 态 体 . 刚 在 定义 (32,2; 中 的 和 应 该 用 对 
斩 休 和 体积 的 积分 来 代替 , 邹 
Ta 一 | pir — zm) AF, (22 


和 所 有 的 宇 阶 对 称 缆 县 一 样 ,适当 地 选择 | 
方 辐 , 罕 量 给 量 可 化 成 对 角形 式 ， 这 些 方向 称 为 居 章 主 鸯 ,而 由 江 


的 湛 量 分量 的 值 称 为 生 转 动 惯量 , 并 用 J, 天 ,六 朗 示 . 当 三 各 、 


二 rz， mo， zs 这 样 选择 时 , 攻 动 动能 的 表达 式 特别 箱 音 : 
A "一 于 (人 0 D2,8) 


永和 该 说 盟主 征 葬 恰 划 申 的 尾 一 个 部 不 能 天 于 其 余 一 个 的 和 。 
协和 如 计 ， 
卫 二 了 a 一 二 Tn 1= ds. {32,0 

二 个 二 生动 度量 互 不 和 等 的 易 体 加 做 不 双 称 陀 刍 、 

各 时 两 个 主 转动 慎 量 相等 ， 工 一 了 ,天 了 Ts， 剧 潮 体 叶 油 对 菏 隐 
总。 在 这 种 情况 下 ,在 于 面 nz 内 主 二 方向 的 选择 是 任 交 的 。 

如 果 所 有 三 个 主 转动 惯量 都 相等 ,有 物体 巴 做 球形 陀螺 。 在 
这 种 铺 况 下 , 三 个 惯 景 主轴 都 可 以 任意 选择 : 可 到 任意 三 个 作 站 竹 “ 
击 的 机 作 展 基 主 辅 。 

如 果 淹 体 具有 基 种 对 称 性 , 则 惯 县 主轴 的 寻找 就 壳 容 易 得 多 。 
显效 , 训 性 中 心 的 全 去 和 民 量 主 福 的 太 向 应 该 有 具备 同 梓 的 对 称 亚 。 

壁 如 褒 ， 如 果 物 体 只 有 对 称 平 面 , 车 么 展 狂 中 心 谍 在 这 乎 面 ， 
网 。 丙 个 民 共 证 二 也 在 这 和 下面 内 ,而 第 三 个 岂 垂 在 于 此 桩 面 。 这 
种 情形 最 明显 的 例子 是 耸 布 在 一 个 平面 凡 的 质点 体系 。 在 这 苦 情 
如 下 汉 个 主 旺 动 民 量 之 畴 存在 着 简 梨 的 关系 。 如 时 选取 体系 的 闪 
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为 从 面 2122， 其 么 ,由 于 对 所 有 的 导 感 如 二 0， ,我 们 有 
下 一 并， 了 一 了 地， T= Yntrtt 





Is=L+Is,。 、 (32, 10 
如 打 物 体 且 有 菜 节 的 对 称 轴 , 央 错 性 中 心 六 这 轴 上 。 污 性 主 
转让 之 一 -六 ! 它 重合 , 而 另 计 两 个 惟 宜 于 寂 。 这 时 : 兰 轴 对 称 炎 数 大 
子 二 ,加 物体 为 对 称 陀 晤 。 事 实 王 ,每 一 个 { 便 站 于 对 称 埋 的 } 主轴 
可 以 旋转 一 个 不 黎 于 T80” 的 角 , 部 这 些 轴 的 选择 不 是 军 多 的 , 而 
失 训 在 对 称 陀 螺 的 情况 下 站 可 能 。 
洛 著 直线 代 布 的 灶 子 体系 是 一 特殊 艇 况 。 若 选取 这 条 直线 作 
由 那么 所 有 的 丑态 和 二 和 一 0 所 以 两 个 主 芒 动 恒 芝 和 等 ， 
而 第 二 个 等 于 老 , 妈 
T=D=Tma, D0, (32,11) 
这 说 的 体 东 旺 做 入 子 。 苇 子 和 人 性 全 物 体 的 一 般 局 况 不 同 的 特殊 性 
禹 在 于 它 只 有 租 应 子 续 珊 21 和 看! 2 转动 蚂 两 个 (和 曾 不 是 二 个 ; 转 巧 
自由 庶 ， 设 站 妹 黎 上 身 过 动 显然 是 没有 意义 的 ， 
最 后 , 寡 作 一 点 关于 寻 繁 惯量 号 最 的 咒 明 。 足 答 我 们 是 相对 
点 酒量 中 心 为 原 吉 的 坐标 条 往来 定 六 这 个 张 量 [ 基 本 胎 式 (32 3) 只 
有 在 这 稀 泪 闵 下 赴 有 效 ] , 但 为 了 许 稼 宅 ， 有 峙 预先 让 相对 池田 
一 原点 0' 所 确定 的 类 亿 线 时 


Tix= Sm wr — Pes) 


可 能 逊 风 方 说 此 ,如果 距 高 OO! 外 向 量 上 决定 ， 别人 


To = {rT (dn — tr) o : {: nt 


按 此 公式 ,如 果 已 知 1, 怠 求 的 张 量 Te 就 很 容 易 计 算 了 。 


了 


、 





18t 四 出 体 返 动 [第 坟 章 ] 
“和 轩 是 
1。 拒 分子 厢 作 粕 互 闻 距 离 不 变 的 粒子 体系 ， 就 快 定 坎 下 所 种 带 况 中 分 ， 
子 的 主 炉 动 惯 最 : . 
(a) 婴 分 布 在 -- 醒 福 的 原 于 握 成 的 分 于 。 


， 的: 万: 一 了 站 momoti， 了 3 一 他 ) 


其 中 me 是 原 了 算 量 , ios 是 康子 4 和 之 天 的 下 离 ， 未 和 是 对 分 子 中 所 有 的 


原子 对 进行 (在 和 中 ,每 一 对 ay 了 之 秆 只 出 现 一 式 )。 
对 二 若 子 分 子 ， 这 和 端 减 为 一 项 ， 我 们 得 到 年 就 可 以 小 出 的 辕 果 -一 … 西 
个 腺 子 的 折合 中 量 溢 它 体 之 肝 读 离 的 平方 ， 阳 


工 a 
2 一 同一 Wr Pa 


6 ) 形 状 为 等 硬 - = 角形 的 三 原子 分 子 ( 男 36) 。 
答 : 霸 性 中 心 在 三角 懂 的 两 上 ;与 底 相 距 瑟 s 一 Haiya 。 粹 动 悍 量 为 
下 =- ss ha, = az， 了 一 六 二 六。 


各 





_ 区 37. 
《as 四 原子 的 分 子 ; 原 子 信 于 正三 楼 雏 的 各 顶点 ( 医 37) 。 
答 : 汪 性 中 心 位 于 三 棱锥 的 高 上 ,与 底 相 距 开 一 msh/P 。 赫 动 注 是 为 


f+ -rl 一 my kh24 2 = Mid, 


当 内 一 zs 时， 有 二 a 了 我 们 得 到 一 个 四 面体 分 子 , 其 转动 蚀 量 为 
T=1 一 = 六 10306 
2. 站 过 风 9 名 休 的 让 和 动人。 





[aa 车 为 了 的 宁 榨 。 

1 rr i -ee 
签 : so To 一 上 0 让 李 交 粗 摘 名 了 腹 趟 :fF ， 
Ci 学 近 为 二 了 扑 球 。 


等 ， " 1=12=1;= 


可 者: 1 i + 2p| raay)。 
LH 个 琴 为 及 高 为 上 的 阅 柱 。 
签 ;> 了 1 = Ls Bare 村 (x 十 5) $ 了 3 一 5 2 


(村 的 山 )。 
【下 1 订 Er i b, 必 的 长 万 伟 。 


. JH 由 4 
.车 : -Ta + ;73 一 522 十 ao}, ft) | 
(三 条 加 为 293 73 平行 于 于 个 党 0 by 9) 。 和 


EAT 下 R 沪 高 情 为 话 华 控 的 四 猴 苯 。 
解 : 前 先 求 相 对 于 忆 纵 全 沪 原点 的 观 { 陪 
3 和 号 虹 ys。 滩 算 主 杜 漠 标 中 很 窑 易 进行 ， 
天 给 出 
， 9 3 ， 
1 = 计 村 于 + ke ) » 下 = RR, 


往 时 的 运 德 措 几 ， 重 心太 于 能 体 汐 朝 目 ， 与 顶 
以 相 中 8 一 流 六 。 想 据 公 式 (339,12) 航 后 得 到 


T= = 二 uh, 


Cb 的 三 得 医 谍 。 
解 : 惯 狂 中 心 同 游 薄 申 心 重 合 ; 书 最 士 毛 同 桩 于 将 和 山 蜡 合 。 举 标 释 摘 
T= y=, 2=r*, 舱 变 李 球 去 面 允 三 拱 式 


2 名 EE 
十 : .一 二 " 
Wb ? 





为 咱 体 球 慌 面 石 竹 了 
各 十 陪 十 划 = 工 ) 
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我 仙 用 这 个 变 措 可 将 对 髓 球 的 体积 积分 化 为 对 球 的 体积 积分 。 
于 是 :我 慎 得 和 到 相对 了 其 的 往 动 役 划 
n=p||f (yrs adr ay dr= 


pobe[{[ rmt ts) dt dn = abe BT C2), 


洪 中 匡 是 四 位 球 的 坊 动 惯 车 。 潜 嵌 到 椭 蒜 体积 符 于 asp 最 污 便 得 到 之 
型 慢 蜡 - ， 


= 0 Jot) 


3， 试 确定 作 微 振动 的 靳 理 授 (在 重力 场 中 静止 水 平 辅 附近 梭 动 的 冉 体 ) 
芍 频 哇 。 


解 : 发 1 是 从 资 注 中 心 到 轩 动 畏 的 距离 ,而 a 8，Y 为 该 量 让 玫 和 转 埃 - 


轴 之 天 的 夹 角 。 从 二 性 中 心 作 一 疏 查 稳 到 名 玫 上 , 把 这 条 矿 与 吗 下 方向 所 成 
级 角 9 当 作 毕 标 变 量 。 翁 储 中 心 的 速 诬 是 六 = 态 , 而 角 束 庆 在 深 量 主轴 上 的 
捞 影 为 jeosa) yeos 中 cos Y。 当 认为 角 p 很 小 时 :位 胡 本 以 土 成 


U=ng 1 — DS 间 ) 心地 pg 
所 以 近 囊 期 日 bo 





元 让 Geossa 二 Teostp 二 Taeos YP ge 


由 此 对 于 报 动 频率 观 科 有 


a ug? 
| ni ondm tLgcost BIT Yy" 


， 4. 求 图 39 所 变 示 的 体系 的 动能 ,0.4 


问 4 喇 是 均匀 的 长 为 7 的 釉 杆 , 祖 接 在 4 

” 点 并 可 以 攻 动 。 杆 04 (在 圈 耐 上) 绕 口 点 
Ri 而 杆 4 如 的 如 喘 治 0x 炳 滑 击 

; 杆 04 的 展 姓 中 心 ( 售 于 竺 的 由 

点 ] 1 带 /2; 洪 中 是 向 A408, 所 


bi 


i pp i Eh em 





工本 04 的 动能 
Md TT TA + 了 央 
图 3. tw 是 一 根 村 的 质量 ) 。 


i 3 be i187 


村 4B 的 识 性 中 心 的 入 卡 估量 标 : yo orp, Yad sine, 因为 是 
杆 的 埋 动 从 乏 度 也 等 于 和 所 以 它 的 动能 . 


i 1: 


网 到 








信条 的 由 动 了 
1 :2 (ny) 间 


(要 开本 名 吧 代 入 1 和》 

9， 证 求 襄 平 加 性 动 之 辕 柱 : 休 和 太 思 沿 芭 能 ， 疗 柱 寻 避 控 体 和 的 分 有 
货 证 晤 主轴 之 一 王 行 于 图 柱 的 轴 ; 半 已 辆 相 且 i 
> 相 半 这 个 王朝 的 攻 到 从 量 为 人 

解 : 只 加 毕 的 要 人 到 天 柱 办 作 -…- 礁 粮 ， 合 
得 雍 上 尹 蛇 相 糙 之 前 多 佑 六 ( 国 40)。 娩 柱 的 
运 带 在 每 一 个 时 测 痢 可 以 看 成 是 玲 配 时 郝 的 
城 术 于 动 , 墅 对 轴 瑟 罚 疆 癌 静止 笠 面 的 接 击 究 





是 重合 的 这 个 芒 乔 的 角速度 是 9 ( 芒 一 切 下 op 
行 轴 的 粮 动 六 速度 稻 等 )。 从 入 中 心 与 瞬时 畏 图 “40. 

相让 二 个 一 2a8 cos py 所 以 它 的 速度 是 于 一 和 / 2 二 7 一 zfteos 。 县 
动能 


Ti Cal} Ra 2aF cor gl ya 也 Ea 


$6， 就 求 拱 落 加 向 :生生 六 十) 
内 由 面 深 吉 的 均匀 图 柱 (个 征 为 四 
入 动能 ( 赔 打 )。 

解 : 酸 为 两 圆柱 详 心 揽 和 各 室 
宇 柳 间 的 严 角 。 深 动 癌 柱 的 慢 往 中 





ee 心 在 釉 上 , 浴 速 度 是 Vp(B 一 丰 ，。 
下 六. 硬 在 来 计算 它 枢 嗓 寺 轴 的 神 趣 魂 的 
犁 速度 ; 明 时 间 与 两 始 社内 接 够 弹 是 系 合 的 。 这 向 速记 等 于 
oF Ra 
.一 证 一 - 太一 本 -一 5 


贡 果 Ts 是 相对 并 周 柱 阐 的 吝 动 担 秆 , 豌 鼠 


"二 上 i — 评 2 二 并 . 全 一 由 下 tt — 的) ?3 


IT 、 柄 误 运 识 [ 弟 太 章 1 
Ry 了 腾 自 第 2 书 ; (3)j。 | : 

7- 哉 求 在 平面 三 渡 玛 的 均 习 贺 维 体 的 动能 。 

解 : 以 3 表示 赔钱 体 与 平面 按 剖 粹 同 这 一 平面 的 蘑 一 不 本 方 高 之 间 纷 
夷 鱼 ( 较 哲 ) ， 煤 性 中 心 在 画 锥 山上 ,其 速 谋 为 下 一 上 cos 其 中 293 是 -有 晤 请: 





网 “和 3. 
顶点 的 张 角 ， 而 二 是 措 诈 中 心 到 通 点 的 距 询 ， 我 伞 末 和 补 算 楼 星 时 赴 04 的 禄 - 
棒 动 的 角 速 陈 : 


了- 
A 
WL BT 


答 量 主 辆 之 一 (z 辅 ) 与 晤 继 畏 相 重合 , 另 -个 (za 辅 ) 答 直 于 贺 挫 炳 及 米 04， 
访 样 ) 现 是 各 (平行 也 04) 在 民 量 让 井上 的 捞 影 是 各 sin ay 9 9 ops a、 茜 果 . 
找到 所 雪 求 的 动能 

Ty eoste Er Bin 


| 
T 一 -一 ea we 二 法 cons rp + Cos 人 
2 村 D2 并 


[ 是 倍 锥 之 黄 ， 4 ma a 取 自 题 2) (2 1]。 

z 8. 求 均匀 和 婴 锥 的 动能 , 它 

.的 底 关 平面 流动 , 丽 顶 点 王 平 曾 

的 中 高 妓 四 等 王 度 的 华 研 (因而 

赔 锥 的 埋 笠 行 于 平面 ) 。 
和 解 : 贡 角 党 竺 面 上 输 央 的 

方向 同 国 记 由 在 平面 上: 的 授 影 之 

珊 的 夹 角 ( 轿 和 9) 。 这 样 ,慢性 中 

:加 绍 ， 心 的 速度 五 = 中 (符号 同 题 7) 。 

胜 时 竹下 引 的 隘 色 与 竺 面 的 团 点 的 出 狠 地 神 024。 各 性 中 心 与 疆 朝 相 四 

号 Bi 二 白人 访 





L$§ 财 福 的 中 时 十 i 


四 
- Si 
疝 生 颖 在 医 量 主 驳 上 上 的 授 影 (法 择 翰 va 适 直 于 楼 64 及 辆 纵 册 :5 5mna=F， 
nn, i ose- tlre 所 以 , 节 训 
1 


,3 _ 3ah3 .、 
1 -加 ?3 .82 之 由 名 st 人 er 人 -1 
十 .， 十 0: a 40 各 pd 了] je 


0 均 习 玖 一 :如 入 起 自己 的 个 机， i.4B, 图 49 谢 粮 , 拓 月 这 个 二 本身 
又 欠 与 它 际 相间 通过 栅 球 中心 的 CD 方 局 赫 动 。 哉 求 杠 球 的 动能 ， 
解 : 以 5 起 镜 加 0D 的 转角 ,而 为 楼 辆 4B 的 糖 角 (0D 与 还 点 于 AF 
的 工时 莫 汪 3 之 丁 的 夹 蚀 ) 。 这 盱 ， 号 在 懂 基 翰 上 的 挫 影 为 
各 pg 了 有 HAN 多 
缚 33 号 和 8 重合 } 。 谨 然 与 补 球 中 心 相合 的 盖 性 中 心 不 动 ;所 以 荔 诅 


一 1 (fi ens td, nm gp) Tp 





二 村. 45, 
小 本 前 题 ; 假 业 四 4 是 简 简 的 ; 而 模 球 祖 对 于 这 个 二 是 对 移 的 (图 


45)。 
解 : 纺 在 4 五 轴 及 在 其 他 两 条 与 45 重 训 的 惯量 主机 (它们 可 内 任意 选 “ 
摆 ) 上 的 投影 为 


dS OS Fy org ih 学 省 +isineg, 


动能 4 全 tO CT (+6 sin ma, 


#38. 刚体 的 冲 量 红 
我 们 知道 ,一 个 体 滨 的 冲 看 乱 的 六 小 下 5 杖 定 溃 量 知 所 档 对 的 





YA0 入 洒 渤 动 l dai 


点 的 选择 有 关 ， 在 刚体 力学 由， 最 合理 的 是 把 这 -点 先 在 运动 和 
标 系 的 原点 , 仓 物 体 的 描 迟 中 心 ， 避 后 我 们 用 于 事 示 这 样 决定 的 
什 竹 类 。 和 
接 照 妈 式 (9, 6) , 当 把 坐标 原点 选 在 物体 的 误 性 中 心 时 ;, 它 的 
短 开 就 和 只 与 物体 省 点 相对 十 民 性 中 心 的 运动 有 关 的 “ 阅 有 短 ” 
相同 。 换 句 话 鹃 ,在 定义 县 = Pim[rF] 中 ,应 该 点 [Gm] 代 2 
. M= Smfrt OF] = Em{r2— -PD)}, ” 
或 用 中 量 来 类 示 : 
Mi = Em{ nn, Tm} ~ Ly Tm{rtd — te} 
最 后 ,性 钳 到 愤 晤 张 拔 的 完 义 (32,8) ,最 后 得 到 
;= Td 避 (33,1) 
如 果 ze zs 三 条 秋 沼 着 物体 的 慌 量 主机 ,那么 这 个 到 式 就 
蒜 出 
Hi= 0, Hs TD, N= (33,2) 
在 球形 陀螺 的 特殊 情况 下 ,所 有 泽 个 主 转 动情 量 都 帮 同 ,我 们 
有 
一 了 (23.,3} 
部 短 向 量 与 角 汪 诬 向 量 成 比例 ,出 与 角 达 度 有 相 启 的 方向 。 
在 任意 软体 的 一 般 情 况 下 ,一 般 苞 来 ,向 景 股 与 旭 的 开 向 不 " 
同 , 只 有 当 物 体 米 某 一 疏 公 主机 运动 时 ， 古 与 人 2 于 有 得 疝 的 方 
向 ; . . 
现在 来 看 不 受 尾 何 和 估 力 作用 的 刚体 的 自由 运动 。 我 们 将 社 开 
不 引 超 兴 趣 的 等 速 焉 动因 而 所 考察 的 只 是 四 体 的 自由 旋转 。 
与 所 有 的 封闭 系统 一 样 , 身 由 旋 王 物体 的 冲 量 短 是 一 个 常 晤 。 
对 于 球形 陀螺 ,条件 到 = 常数 。 简 化 为 如 = 常数。 这 就 是 股 ; 糖 
国定 碳 的 等 速 不 动 不 过 是 球形 陀 曙 的 一 般 甸 况 。 
转注 的 情 半 同样 往 寓 ， 这 里 也是 型 -7 而 且 向 是 遇 还 和 


[L297 潮 信 和 中 读 开 144 





他 于 捕 子 的 帧 。 所 以 精子 的 演出 胰 几 是 在 一 个 平 阿 上 纱 重 看 于 此 
< 皇上 男 的 万 呵 用 动 。 4 a 











莹 决定 更 区 琳 的 对 称 陀 曙 | 
j 疝 昌 贞 部 过, 证 一 算 才 诺 计 和 2 2 + 
起 足 镍 的 . \ . 到 
和 和 且 宇 邓 人 ,3 下 并 于 了 -~ 一- -二 
1 





曼 对 称 下 22) 选择 的 任意 性 ,我 
洁 洁 取 四 z 下 看 :于 册 和 党 向 : 荆 
半生 的 瞬时 位 置 所 让 完 
的 平王。 这 时 Ws 二 0, 而 从 公 
式 132, 2) 可 知 Qo 并 等 于 0。 
这 就 是 党 ,向 种 枉 , 从, 同 蛤 馈 次 
的 情 湛 何 时 外 群 在 同一 村 面 人: 赂 匠 )。 旦 此 同样 可 得 出 天 论 : 陀 
暴 币 _E 一 加 成 的 可 度 避 二 [各 rr] 在 你 全 时 刘 盘 :于 得 :于 -上进 挂面 , 换 
于 活 ;全 陀 曙 的 和 四 等 速 地 ( 昂 下 渤 ) 线 方向 天 旋 入 ,给 出 -个 罗 第 
《型 识 院 曙 的 正规 进 动 )。 进 动 的 同时 , 辽 螺 本 香 还 粮 且 已 的 到 等 
深 洗 转 。 
这 两 种 综 动 的 角 迷 度 趟 玲 月 过 知 的 溃 僵 短 的 大 小 六 及 陀 交 
四 对 屋 方 身 的 伪 角 9 来 表示 ， 陀 媒 入 辕 的 角 迷 度 竺 于 向 车 介 在 
由 机 上 的 投影 全;， 全 


0 MY 


了 上 
放 了 让 定 进 动 达 度 py 焉 攻读 照 噩 行 末 谊 形 的 法 出 拒 癌 区 纪 分 
解 为 滞 zs 入 和 弄 的 两 个 人 苍 鲁 第 … 个 分 莉 不 能 人知 芽 螺 的 荐 任 伍 
何 欧 动 ; 网 此 霹 二 个 避税 出 要 来 的 进 玛 和 角 圳 记 ， 由 国 知 可知 
Sin 省 mm 一 人 六 由 于 各 一 一 = sin 9.1,, 于 是 我 个 得 到 


GOSE , 833， 


#34.， 辆 体 运动 方程 


由 于 出 体 在 一 般 畏 沉 下 有 六 个 自由 度 ， 因 此 在 -= “ 艇 的 运 芒 广 
程 钥 中 磋 包 合 六 个 独立 方程 我 们 可 把 收 个 写 感 确定 团体 的 冲 晤 
和 和 冲 量 年 商 阵 晶 对 时间 的 微 商 的 方 合式 。 

把 租 成 中 怀 的 每 个 质点 的 方 竹 广 = 了 ( 罗 是 音量 , 拍子 是 作用 
在 导 点 上 的 力 ) 相 加 就 可 得 到 这 旦 方程 式 中 的 第 一 个 , 引 久 刚体 的 


总 证 量 ” 
可 一 他 p=uF 
和 必用 子 涩 上 的 总 力 总 并 = 下 ,我 位 得 到 
dp Cr 
a “£。 人 


吕 第 我 们 抱 F 定义 为 所 有 作 肚 在 用 疆 一 粒子 三 的 方 卸 的 总 和 和 ， 
其中 环 包 括 搓 点 赣 的 相互 作用 力 , 但 实际 上 包 合 在 百 引 的 只 有 从 
让 源 万 画素 的 作用 力 。 所 有 了 关 休 本身 的 粒子 并 相 五 作用 力 互 栅 抵 
消 , 事 实 上 , 当 和 外 力 不 存在 时 , 作为 封 阴 又 皆 的 出 体 的 冲 嫩 应 该 守 
恒 , 序 应 当 有 也 二 0。 

如 果品 基 刚体 在 外 场 中 的 位 能 ,出 力 于 可 由 位 稻 对 于 刚体 访 

性 中 心 坐 标的 微 商 来 确定 : 
F= -2 o (34,9) 
事实 上 ， 当 刚体 臣 移 RR 时 ， 它 下面 每 一 点 的 癌 径 也 改变 这 么 
多 ,因此 位 能 的 改变 

80 = 加 Sr 一 SR .= RS f= FR. 


于 于 让 人 “原因 庶 恋 指出 ， 要 并 了 地 可 作为 棚 允 于 诗 伺 


巡 et Ed a 
ei 人 芝 二 


3 . 济 江 区 大声 杭 . ju 


[| 日 亲 数 (92， 4) 扒 : 了 ， 对- 于 : 挤 洛 明 | Hl 1 而 数 (39 


oaL a Br 
谊 =- -eh sp RE. 


讽 在 我 们 来 推导 第 一 个 运动 让 算式 ,已 瑞 证 证 量 甜 . 展 对 于 时 
宙 人 2 调 。 为 了 简 比 推导 ,选择 名 焉 “ 避 性 的 ) 计 : 算 系 统 , 便 刚 庄 
的 加 和 性 下 必 相 对 于 它 凌 散 时 剂 衣 人 起, 陛 比 较 方 便 的 。 占据 基 利 赂 
相对 性 : 是) 这 和 村 得 的 证 列 7 人 古语 注 的 错失 系 匀 中 加 元 
蜡 正 次 的 ， 

我 他 用 一 


艳 一 亿 Srp = Sr , 


考 习 洒洒 填 算 二 所 和 : 十] Ee 景 ; 好 河 Sr 入 二 1) ， 入 村 E34 
尝 诬 训 =? 各 笃 ， 既 弘 周 改 2 有 一 59 的 方 这 一 到 , 咒 和 [= 
一 全， 证 把 前 措 盛 力 让 ,最 家 可 答 


dM 4 
9 起， 人 
趟 .P 
Rr 1, ' (二 


疗 景 [rf1 时 做 了 的 力矩 ,因而 下 是 所 有 作用 于 刚体 上 的 旋 
答 ! 的 和 。 就 像 冲 廊下 一 样 ,在 和 [184 二 中 实际 了 并 需 玫 : 若 虑 外 方 ; 
崔 驾 羡 晤 年 年 下 定律, 海 著 体 么 涯 部 的 作用 力 短 之 竹 旗 当 为 沁 ， 

一 般 识 末 , 力 夭 构 部 车 需 一 样 , 仿 炽 于 誉 标 奈 感 ( 力 旺 襄 对 于 

这 站 汶 前 定 ) 的 远 择 。 在 (34.,3) (34, 中 力 还 是 机 对 于 基体 之 庶 

Et “而 确定 的 ，, Wy 

当 把 企 奈 原点 移动 距 遍 9 时 . 订 林 质点 的 半身 这 六 和 针 疝 斌 
的 六 系 尖 了 二 7 十 。 所 以 

R= ]=oir fia 


或 
KE=R'+ fog], 《二 和 4 ,站 


了 + - 本 i [入 六 闲 1 


一 一 一 一 一 一 -一 一 -- - 


让 此 可 晃 ， 各 果 意 力 一 0:; 这 时 我 科 误 : 力 偶 ， ,作用 于 则 体 - 扩 ) ;其 
未 力 短 的 大 小 将 不 依 颗 于 坐标 愿 成 的 选择 。 
方程 (34.3 可 活 作 相 术 于 郝 动 坐标 的 近 格 并 间 方 想 





id aL 6 
A eld Bp 
事实 上 ,对 向 量 向 的 分 量 迷 微分 拉 格 裔 日 钞 数 ,我 们 得 到 
日 也 


5 了 de 一 脱 


当 刚 体 苯 一 个 无 穷 沾 角 59 时 ,使 能 的 改变 等 于 
太一 一 了 67 一 一 wf [Sip] = — 8p 3 Ir 一 -Kp, 
和 由 站 


站 a 
. KR- -go (34,0) 
| - 5 377 
因而 dp Bp -= 本 


假定 向 量 玉 和 政 玫 相生 罕 。 在 这 释 情 况 下 总 可 技 到 这 样 的 阅 最 
zf 使 得 在 公式 (84, 辣 中 下 ! 变 驱 雾 ,于 旦 z 
KK- fl, (引入 了 
册 时 兰 的 选择 不 是 蚊 值 的 : 境 加 平行 于 五 的 任意 向 入, 等 式 (34,7) 
并 不 改变 ,因由 ,条 件 下 一 0 在 动 坐标 系统 中 类 省 的 不 是 一 个 确定 
定 上 ,而 只 是 一 条 确定 的 区 业 。 由 此 可 兄 , 当 下 LF 时 ,所 有 附加 
于 其 上 的 力 的 作用 可 归 业 为 治 某 一 确定 砍 黎 作用 的 一 个 力 下 
值得 注意 的 是 , 均匀 力 渴 的 稍 况 就 是 如 此 , 在 均匀 力 增 中 , 作 
” 笋 在 质点 上 的 力 有 上 一 e 盏 的 形式 ,其中 吾 是 描述 场 的 特性 的 不 变 
向 量 , 而 量 e 确定 质点 相对 于 读 声 的 特性 9 。 在 这 种 情况 下 我 们 
有 . 
@ 例如 :在 均匀 电 弄 中 , 吾 且 让 弗 强 度 , 而 “是 粒 竹 的 电信 ;在 均 与 重力 毁 中 ,已 
旺 生 力 吉 建 订 四 ,而 “是 胡子 索 量 t。 





pe -Ee. kK [Sor. 如] 。 


委 定 全 ec 和 不 疝 秆 和 第 征 公式 


砚 定 ， 这 时 ;六 总 为 类 徐 倍 得 苔 店面 简 加 的 表达 式 

KR== EroF], (| 
出 星 可 蚌 . 阐 栖 太 的 写 吕 中 运 荐 时, 场 的 影 嘛 罚 精 为 一 全 “附加” 
于 癌 么 为 和 入 ,全 的 点 上 于 的 力 上 二 的 作用 。 靶 点 的 和信 置 完 全 由 了 刚体 
本 号 的 性 绒 洪 定 , 如 在 重力 所 中 宛 中 关 居 的 羽 性 中 心 重合 。 


$ 35. 欧 勒 角 

讲 面 忆 区 指 并, 为 了 搞 玉 刚体 的 运动 可 硫 利 用 定 的 异 近 中心 
的 三 个 坐标 和 相对 于 请 止 洗 标 滁 了 4 的 定 运 瑞 侍 标 条 的 策 加 ， 
Za 23 具 指 癌 的 天 个 角 。 所 庄 欧 半角 再 人 放 这 三 全 和 贡 基 党 是 很 衣 他 
航 。 

由 于 现在 我 们 只 关心 业 标 遇 图 的 夹 角 ,因此 我 们 把 两 个 坐 检 
承志 选 在 一 个 点 上 上 ( 国 4775 运 蕴 年 前 入 Xz 与 不 功 平 时 六 从 于 
改称 为 节 续 的 一 条 直线 王 !( 圈 宇宙 的 ON)， 节 级 证 征 座 于 四 7 
及 于 本 于 则 x 我 倍 选 反省 的 还 亨 草 人 瑟 积 2X; 的 尊 
曙 (起 中 2 zs 是 畦 玫 和 因 方 向上 的 日 位 向 若 

作为 的 定 四 aaly ray ta 相对 于 请 生生 区 的 位 置 的 角 我 人 逢 
用 下 区 三 个 负 : 辆 2 与 轴 入 之 的 天 角 8, 英 革 与 轴 广 之 出 的 
吏 篇 名, 师 训 在 釉 加之 间 的 严 角 贞 、 角 和 日 分 是 福 搓 蝶 族 法 
其 所 殉 定 的 扩 自力 和 超 必 万 问 于 案 贡 全， 外 吕 可 随从 发 漳 工 的 
一 切 数 竹 : ， 而 奶 和 出 可 取 从 0 到 39 的 一 茹 数值 名。 


一 -一 一 一 :一 一 -- - -一 - 一 一 一 一 -- 一 一 一 | 


DH 用 认 7 三 一 革 居 是 吉方 而 四 导 精 三， 1 芋 的 极 角 利 廊 位 角 。 同村 
和 六 一 冰 寻 井 是 学 考 调 加 对 和 To 前 杭 东 有 [好 位 虑 。 


[好 = 音 1 





名 4 入 . 
渴 闪 通过 欧 勒 角 和 尼 们 的 徽 商 来 表达 角 沁 度 问 时 如 在 动 抽 
rr 2 Dy 二 的 分 是 。 为 此 ,必须 把 舟 速 天 昌 ,0 直接 射 到 这 些 埋 
上 来， 角 深 度 唱 沿 著 后 闪 ON 的 方向 ， 困 击 区 在 畏 ora X21 me 下 上 的 
.分 早 为 


太一 0 cog wv, 0,= 6 gin 由 。 G0 
角 速 炭 7 沿江 辆 中 的 万 向 , 在 四 罗 上 上 的 撤 影 响 于 qs 一 9 005 0， 
而 在 平 曾 uw 上 的 投影 笑 于 sin 9 。 把 后 一 个 科 影 分 解 为 沿 款 
3 和 名 的 分 量 可 得 : 
Pi=9 Hin 8 sin 沙 ， 0 一 =0 sin # eos 让。 
最 车 ,组 述 讼 囊 沿 轴 各 的 廊 向 。 
剑 合 所 这 些 治 各 个 转 的 耸 量 ,我 合 得 到 
Qi sin 0 ain co0g 让， 
(a = sin 0 cos 册 一 sin 由 ， (人 
们 ,一 中 C08 昌 十 直 。 
加 果 选 择机 生 , 2 洛 沿 着 刚体 惯量 二 四 ,那么 将 135, 了 代入 


2 只 壬 前 3527 





2 ,我 位 怠 得 到 1 用 外 和 I 了 入 设 贡 的 肚 动 动 诗 。 
的 过 咎 后 于 他 并 称 


i 此 Co Sin 站 十 人 2) 二 tip eos OF 本 


做 雪 指 出 :机 用 村 称 陀 螺 慌 首 主 帖 oa 他 选择 的 任意 性 .这 个 汇 沪 
式 王 可 后 上 地 得 闻 ， 如 果 认 为 轴 和 节 轴 ON 相合 , 所 中 = oo 
时 未 对 入江 诬 分 租 我 们 有 有 锌 单 的 和 了 示 式 
0; 一 用 Dp ind, f=¢ cog 0+y, Sh, :3 
作为 启用 还 乱 角 的 -个 简单 例子 ,我 全 用 它 末 决 旺 我 们 二 反 
知道 的 村 称 陀 品 的 自 胃 转动 。 
闫 面 选择 衣 于 坐标 系 的 必 朝 在 陛 曝 的 恒定 矩 五 的 方 岗 ， 运 
-二 出 奈 潜 的 趟 入 的 态 癌 沿 陀 媒 的 朝 , 击 埋 入 在 葵 定 时 贡 报 喜与 年 
坤 要 会 这 哇 慌 助 公式 18354:3) ,我 合 求 得 订 的 分 登 
M = TR T0, Mo Tn, Tp sing, 
Ms,= Ts Ts ,po08 OD) 。 
男方 量 , 经 然 灿 x 币 和 ;避让 于 向 世 ; 于 以 我 全 在 
MN, -0, Ho- WM sing, Bn MN ens g, 
德 法 间 神 和 臣 示 臣 福 等 可 得 下 列 万 程 : 
6 一 0， Do? — BE, Tolp cos1 二 和 = 本 cos EA 
-个 广西 共 出 9 二 = 入 数 , 区 花旦 部 对 和 方 归 的 炳 外 不 恋 . 
第 -个 狼 背 完 上 133， 了 喉 合 } 进 动 角 速度 gp= 型 : 五 : 最 后 . 第 
过 个 方 避 确定 陀 嵌 党 轩 蔚 速 庶 中 一 开 cos 有 ia。 


闸 是 
， 试 积分 让 庙 点 不 现 之 章 陀 煤 运 动 的 问题 {如 49)， 
艇 : 把 运动 华 标 系 和 裔 止 淮 标 对 罗 其 辣 原 点 这 在 陀 二 的 趟 关 点 个 下 ;而 
司 吉 党 属 证 方向 !: 隐 43)。 在 重力 总 电 陀 嵌 光 拉 榨 其 日 两 数 


者 


了 ， 册 [ 俐 深 动 [第 六 伟 1 





., I， ， : . 
I = 革 fi 十 未 2Simna 人 于 所 人 (Coa 2 Hm ose 


《a 总 蓄 量 质 景 ; 了 是 从 俩 往 中 心 到 下 纺 点 约 旨 次)。 





加 4 
和 ?下 循环 坐标 。 所 以 有 陌 个 运动 积分 : 
by P008 四 二 六 牢 二 3， 《 工 ) 
pe Chasing+ 术 eos2 人 ptyens9= 常 装 =H， (2) 


这 蚜 我 们 霖 用 了 符 导 五 二 J 十 以 3( 量 ps 与 py 是 相对 口 点 所 殉 定 的 迟 动 价 嫩 
分 踢 作 朝 2 与 轴 之 上 之 分 量 ) 。 蛙 奸 , 还 有 能 所 





B= (09g3sin20) + ied) tugl eodB {3} 
守 植 。 z 
从 方程 (1) 和 (2) 可 求 得 
0 C5) 


借助 于 这 些 等 式 从 (3) 的 论 莉 中 除去 与 六 我 们 模 得 种 ， 


到 -号 tpg (0), 


这 里 乐 攻 了 闻 符 号 


崭 


【村 人 | 1 和 池 


+ 一 一 汪 ™ my 
型: — rnsg): | 
Capb (0) 一- 人 2 1 3 全 — 有 1 86.) 
1 S21 


3 PE 了 本 得 


了 
-| 四 - (了 
这 中 LE op Co :) 


(从 的 
1 





人 二 动 中 角 旬 的 实 丰 汪 关 法 宇 六 策 革 可 证 
3 村 /在 9 一 0 及 0 一 x 站 向 二 一， 耐看 这 阿 个 仿 之 阳 它 绎 过 -最 小 


L 
人 箱 ， 因 此 ,点 理 式 下 一 大 由 人 ， 有 了 两 下 其 ， 和 区 生生 太 人 各 性 入 悦目 注 向 始 角 
能- 亚 阳 5 a 
Bd 3 丰 多 于 | 8 人 有 中 这 趟 | 六, 谎 光 下.ermm$ 在 
录 全 范 曙 下 强 不 或 变 符 寻 。 在 第 二 和 情况 下 ; 陀螺 地 名 综 胃 广 站 昌 调 地 进 
于， 打 肝 下 振动 < 折 读 覃 动 )， 加 | Wh {i 坟 证 过 吉 加 在 P 1 论 澡 不 动 虚 为 中 
省 折 划 的 本 这) 。 丰 池 一半 畜 才 玉堂 个 异同 二 进 动 方向 相 皮 ,所 
[a Eo ] 时 抠 放学 涧 i 对 二 瑟瑟 后 鞭 乃 0 上 
东信 沾 下 pe a cos8 的 才 点 职 合 ;其 在 相应 的 界 图 【P 和 5 癌 
时 了 以 陀螺 翰 摘 画 出 局 园 二 所 水 的 烙 带 .、 


A 网 mm 






@ & 
人 sy 
可/ Ep | 


图 和 检 . 
" 1 让 上 来 了 E 瑞 楼 辟 本 轴 稳 定 示 于 刁 由 县 让 : 计 : 由 
肖 : - 二 在 一 =09 时 ; 轴 避 和 轴 世 相合 > FF 建 条 ;二 村 所。 册 轩 二 上 对 
庶 贡 孝 pg 0 的 最 小 值 , 闭 未 炮 这 个 捕 的 转动 匠 是 冬 定 的 。 泊 8 很 小 时 


wi 


mm 


150 嘲 休 运动 ”了 第 坊 亲 1 


Oe 


我 梢 有 





, mw sgl ) 
Ei ee 入 mr 
3 中 (二 2 J 


申 由 求 得 牺 任 4 > 4691 或 


dy ri 
> 


3， 泪 陀螺 的 自转 动能 压 它 在 重力 珊 申 的 能 县 大 很多 半 (部 所 齐 决 这 隐 


蝶 ); 城 确定 它 的 运动 。 
解 : 在 - 稻 近 似 中 , 如 果 忽 略 重 力 场 , 闭 末 辽 曲轴 将 全 算 M 的 方向 站 册 
进 动 (在 现在 这 种 情况 下 对 这 着 陀螺 的 愉 动 } 根据 (83;5) 送 动 航速 座 
Bw | Quye = : 1) 
在 艳 高 狠 的 近似 中 ， 出 玩具 4 入 
察 直方 向 去 授 地 进 动 (图 50) 。 为 了 所 
定 这 进 动 的 速 庶 我 全 在 一 个 宣 动 周期 
内 来 平均 准确 的 运动 方程 (34;3) 
A 


me 


作用 在 陀 蜡 上 的 重力 的 给 签 于 :下 = 

三 所 [tog]， 其 电 ms 是 在 陀 虹 加 方 向 上 

的 紧 们 向量 。 内 了 于 对 称 性 的 阁 左 , 禄 如 
} 、 然 , 按 “车 动 加 锥 ” 来 不 二 区 的 烽 果 不 
过 是 启 同 节 ms 在 史 方向 的 控 影 cos wa 7 来 代替 疝 景 ms 他 荐 了 和 院 屿 
博之 症 的 夹 角 ) 。 让 样 -一 来 ,我 何 殴 得 到 方程 





二 -eosa 纪 LM 
巧 下 了 示 启 量 用 炮 上 9 人 的 古 向 ( 肖 坦 方向 ) 进 动 ,其 不 均 角 带 
z i 08a ‘3 
卫 己 一 条 Lo= |! 


( 较 &rsz 小 很 多 )。 

在 我 们 研究 的 近似 计算 中 包含 在 公式 (1) 和 (2 ) 中 的 量 开 和 cosa 是 

当量: 有 虽然 严格 地 犁 他 全 入 人 是 运动 积分 ) 。 但 们 间 严 格 的 竺 司 量 下 和 对 :可 
专用 下 面 的 关系 式 诬 系 (具有 网 样 的 准确 度 ) : 
My= MM cos cy 


Li 33, Ev 了 


5 36， 殉 勒 方 程 


训 : $34 中 所 写 的 送 动 方 程 是 相对 于 峡 止 泽 标 洒 的 , 这 上 陈旧 
在 方程 34, 二 和 134,3) 中 的 微 南 QDPiadf 和 d 可 避 态 是 相对 于 这 
一 系 欧 亲生 卫 和 六 的 改变 。 介 是， 其 四 治 著 襄 贡 :网 万 疝 的 运 
区 坐标 系 中 ,山体 的 转动 算 总 的 入 天 园 负 速 诬 的 分 天 之 夹 有 著 最 
稍 腕 的 关系 ， 为 了 利用 这 一 最 稍 罩 的 天 和 必须 福 先 操 运 动态 称 邯 
太 改 变 , 合 电 于 应 玛 党 标 41 oa 和。 

介 (网 df 外 划一 向 县 ,4 租 邓 于 和 明 上 正 学 款 系 殉 枚 变速 族 ， 如 
半 河 最 及 让 对 于 了 输 动 华 标 东 个 收 变 , 屠 么 它 相 对 于 藤 目 从 标 系 的 
欧 变 获 是 从 到 四 二 双 所 引起 的 ,因而 


dA - 
.4 


fF 记 和 4 在 $9 中 已 指出 ,这 样 的 翁 式 就 像 昌 ;了 09, 30 桩 ,著作 
鸽 向 萃 部 是 正确 的 ]。 在 一 般 的 情 光 下 ,等 式 的 沪 还 应 村 充 -… 项 
向 种 和 4 相对 于 汞 动 举 标 系 的 改变 束 庆 , 把 涩 一 速度 表示 成 个人 
时 ,我 站 得 到 


44 - EtaA]. (36.1) 
拱 蚜 于 (386, ,我 们 可 塘 立 歼 把 方程 (34,1 033, 生 改 写成 
» [QP1—E, +t [QM] = 1.36, 21 


外 拔 这 里 对 地 略 的 微 芬 是 :在 这 瑚 你 和 三 过 和 人 倍 虹 可 以 
直接 拍 方 姐 权 影 到 这 未 千 各 个 加 上 , 辣 ! 


(最 - dh ... 2 人 
dt /1 ot” Ot /1 a 


bE 二 二 1 oy 1 人 上 上 人 这 村 社交 一 个 再 


加 


1 出 你 芝 测 > 3 


入 中 把 已 换 克 i 从 便 得 型 
wy, 1 ol fF = Fi1y 


pf 十 所 ,一 局， )= ra， :36,3) 





p(s — Qa )= Poo 


个 定 我 全 选择 岳 全 了 9 9 让 治 悍 量 主 籼 的 廊 闷 ， 那么 在 (36， 2 站 读 第 
一 个 方程 中 我 们 可 坪山 3 和 等, 因而 得 漳 


和 nt Ta oa = Kj, 
s+ 1) 0 Ks, (86,4) 


a 人 (Ta Ts) as 一 Ka。 


万 程 436， 中 可 基 方 各 
在 自由 转动 的 情况 下 下 =0, 于 是 欧 勒 方程 取 和 如 下 形式 : 


Ne; Tr fs 
n+ 了 202 = 人 DD, 
pe — 

nt. js,— i, 六 > “ so 
i 了 了 da =, 


作为 一 个 例子 ;我 们 把 这 些 方程 谨 用 :于 过 去 我 外 太 窒 过 的 对 
称 陀 螺 的 自由 转动 。 候 丽 五 = 五 ， 其 从 第 三 个 方程 可 得 人 ,=0 
创作 一 和 其 次 我 个 把 十 池 个 万 程 汪 成 

人 一 一 Ole 0 cidis 
这 里 引入 了 常 各 
{36,0) 


- 把 第 一 式 素 1 宇 霸 和 第 一 式 祖 天 , 即 得 


oe 本 导 务 :有 卫 蜡 人 





下 人 十 
由 紫 Ls -上 et 


这 中 本 是 藻 数 , 定 斌 其 让 光 .忠实 数 (只 要 对 时间 群 算 超 引 作 天 
的 选 泽 ) , 央 而 这 时 
Di don wo!, Qa A sin ot, (36,7) 

这 一 藉 康 表明， 背带 度 在 下 看 于 陀 巢 转 的 千古 开 的 接 影 的 
北 依 是 不 变 拘 (富士 上 = 4 疼 几 下 和 角 速 庆 o 在 这 平面 上 旋 吉 ， 
席 然 在 了 野 埋 - 上 的 设 影 也 是 个 变 的 ， 尿 未 我 全 本 志 得 出 下 列 丰 了 
渝 : 商量 只 的 数值 不 改 生 变化 , 直 以 朋 这 庆 o 菩 陀螺 烦 等 术 幅 
动 ， 由 王 癌 曲 生得- 的 分 量 半 有 一 Ti 型 一 Ti: 一 
一 1 的 英 兴 ,入 上 昌 显 ， 短 周明 型 出 作 同 岩 的 返工 (机 奇 耻 是 的 
帆 ) 。 ; 

中 扒 , 所 得到 的 请 屯 仅 仅 是 在 和 33 和 36 中 相对 于 况 下 坐标 
深 研 究 过 的 陀 沁 运 动 的 让 一 入 桩 。 亲 量 着 (图 向 中 的 机 和 ) 闵 ce 
方 间 喧 动 的 儿 这 度 和 响 著 名 中 的 角速度 下 相等。 借 (35, 作 的 帮 荔 
我 个 就 有 


= A — nes d= NW cos (A 


Ta 


或 2 


Th. 
ls 
该 和 118 的 一 该 。 


8 37 不 对 称 陀 螺 
我 们 把 欧 勤 方程 用 过 更 复杂 的 关于 不 对 称 陀 曙 (三 个 恒 最 时 i 
都 不同 ) 由 由 转动 的 问题 二 去 。 为 了 确 定 起 昂 , 我 个 认 为 
Ya “Tai Ty , (37,1) 
欧 驯 万 程 风 两 个 条 妇 时 就 知道 了 。 它 们 由 能 茂 攻 训 量 短 庆 年 


Ti 删 你 运 法 1 红壤 剖 | 


一 Te 


斌 定 人 给 出 王 由 下 列 竺 E 式 央 示 : 

了 十 了 : 
(37,2) 
T2024 1803 +4 /1302 — WM?, 
这 里 郁 基 总 和 垂 的 绝对 能 下 生生 的 人 和 这 两 全 等 式 用 阿 若 
Mi 的 分 时 来 下 示 朋 有 如 下 形式 


M3 M3 ， 股 
I 


Ni Mi Mi= NH?, (87,4) 

从 这 多 已 继 可 以 作出 一 些 关 于 陀螺 运动 性 愤 的 精 座 ， 为 此 我 

但 注意 到 , 方程 (87,3) 和 (397,44) ，( 在 以 Ms， 型。 为 柄 的 斤 何 
学 中 ) 分 别 是 以 z 

AAA 了 BT , Vv oi , Mv dBi, 

为 千 长 炳 的 厌 球 表面 方程 和 以 开 为 个 径 的 球 表面 方程 、 当 向 量 

险 ( 相 对 陀螺 的 惯量 籼 ) 移动 时 , 它 的 问 点 沿 着 这 两 个 天 面 的 交 栈 

运动 (在 性 中 上 酸 出 了 一 系列 这 样 的 糯 , 宪 们 是 一 个 搓 球 和 县 有 


2928. (37 ,3 





51 | 
不 同 定 径 的 许多 球 的 沟 烧 ) ， 灾 标的 存在 本 身 显然 须 由 下 面 不 等 


了 元 志和 于 巍 -证 后 


世 亲 保 前 : 
和 7 
在 下 位 下 这 下 答 式 意味 六 球 337, 中 的 于 么 位 于 盘 球 137 ,3 的 最 大 
梓 展 小 全 辆 过 地。 
这 我 们 京 湖 察 商 车 隔 移 点 的 这 些 : 裔 人迹 ”@ 随 量 并 的 恋 化 
(有 : 认 和 姑 能 晤 中 的 情况 下 1 省 下 -只 此 2 玉 一 点 时 .: 环 和 和 办 祭 
训 于 两 个 很 小 的 于 轨 巾 线 . 区 加 开 分 天 保 近 人 兢 球 的 两 构 
{2 个 点 一 一 标点 负 ,了 甘 2 的 兴 
大 , 申 加 还 沟 扩 束 ,而 于 > 朗 变 度 表 个 人 
国 ) ,寺村 如 于 牧 避 上 向 要 点 。 诉 当 粹 再 进一步 境 大 时 . 
高 个 好 开 的 :南洋 朝 辣 工 之 二 村 点 的 曾 圭 曲线。 当 开 *>281. 时. 
ni pe 
先 我 个 指出 ,是 沽 的 大 陪 栓 意味 洲 向 是 弄 相对 陀 曙 运动 的 
网 全 下 个 局 期 闪 ， 全 沪 给 一 个 区 雇 面 而 昌 回 汉 点 位 总， 
下 泛 开 指出 故 迹 在 轿 琴 址 同 拖拉 附近 的 六 质 上 上 不 河 的 
性 贤 、 在 因 菩 ， za 的 元 点 良和 近 ,页 迹 沈 :多 分布 在 要 成 周 因 ， 而 通过 
二 名 称 成 附近 的 焙 迹 在 月 已 的 本 末路 程 上 有 则 远离 梅 感 ， 流 爷 蓉 
型 对 应 落 省 曙 线 自己 异 量 由 和 动 时 稻 定 性 的 不 同性 详 。 如 驻 各 
vs 阅 让 动 人 让 应 于 陀 姻 二 个 矣 大 党 全 市 最 大 的 一 个 和 最 尘 的 一 
个 ), 妆 对 这 蛙 轩 迟 济 很 小 时 陀 虹 仍 科 入 在 愿 位置 周 图 返 动 ; 因此 
让 这 个 间 “ 辣 光 - 家 检 电 和 全 7 的 壹 动 是 未 稳 返 的 .会意 小 


为 了 六 和 2 的 四 晤 : 起 i 之 成 不 此 的 DH 的 分量 ) 对 时 膨 的 要 上 
关 双 ,站 们 加 向 欧 溃 方程 :956,51 我们 利用 (37, 2) ，(37,3} 把 代 ， 
和 上 02, 青 东 出 康 : 


人 


呈 由 向 蕊 任 的 中 点 棋 册 的 类 们 出炉 浆 污 墙 选 。 


isé ” 刚 床 洪 动 : - [第 >: 章 1 








{= 了 T I 一 上 全 可 太一 3) Tol7s— Ta a}, 
(387.6) 


Oly 了 ; —{ {M2— —281)— TT — T1022), 


代入 (36, 厨 的 第 二 个 方程 ,我 们 求 得 
dn 一 了 ~ 
-2 


-rt LQ2EIs ~ MY ~ TT TD) 0 EM — 38) ~— 
旦 


一 了 人 一 了 1] 了 
在 这 广 程 中 分 离 秋 量 并 积分 ,我 们 便 得 到 椭 图 积 务 形 式 的 克 数 
i022) ， 为 了 确定 起 网 ,在 把 宇 化 成 标准 形式 时 ,我 们 认为 。 ， 

4 四 - 
(在 蛆 反 的 情况 下 ， 在 下 面 的 -一切 肥 式 中 应 足 伍 指标 1, 3 对 诗 )。 
代替 和 Q; 我 们 引入 新 变量 


aI BI V BOY, 
~ DLT sO ET 





其 按 
»_' (Ls— 1) (QRTs— MS) 
了 


引 太 正大 最 后 < 。 这 时 可 得 


(37,9) 





一 | V1— 二 i — 3) 
\ 卉 定 我 们 选择 时 闻 衣 党 恒 点 在 仿 二 0 的 时 浏 ; ,大 家 知道 ,在 变换 
这 -各 入 时 弄 产 生路 可 比 精 图 西数 之 一 
S 一 SmT， 
fa 对 时 咎 的 傅 蜂 关 深 部 由 它 确定 。 而 夯 数 2 和 2 过 模 据 等 
式 {37, 介 通过 st) 表达 。 浇 虚 到 另外 两 个 嵩 图 国 数 的 定义 
cnT=AA 一 sn3r ，dnf 一 AVI 一 咎 Sn27， 
最 后 可 得 下 列 翁 式 : 





FS 37] 不 对 称 陛 如 157 





7 ot 
Ti1(1s— : 


2 J TT en (397,10) 


M38 
tia~i DY) 


图 数 (37,10) 基 同期 性 的 ， 划 用 周知， 宅 们 技 变 量 + 的 周期 等 
于 4 下 ,这 里 六 是 第 一 类 全 棋 贺 积分: 














43s 一 





1 Ns ¥ da 
x=| Ty"| oT 71) 
因而 , 搂 时 辣 的 周期 由 表示 式 
i Dl 
: T=4K Vo ee (37,12) 


略 旨 。 多 过 这 样 长 的 时 阐 后 , 相对 于 陀螺 灿 ; 向 量 旭 转 回 自己 的 
愿 位置 (相对 于 静止 坐标 有 系 ,陀螺 本 身 契 不 转 回 原 位 置 -一 一 见 下 
面 )。 

内 然 , 当 五 = 了 时 ,公式 (37,10) 转 化 成 上 地 所 求 得 的 对 称 陀 
螺 的 公式 。 事 实 上 , 当 五 一 了 时, 套 量 配 一 0, 棋 贺 西数 归 化 为 
图画 数 : 

SnT-—>93iNnT, CnT-rC08T, dnT—1, 
因而 我 们 义 加 到了 会 式 (36,7)。 

当 和 WI? 一 28Ts 时 我 们 有 人 = 0 一 0， :二 常数 , 即 向 量 从 的 
方向 永远 沿 善 惯量 轴 ma 。 这 个 情形 对 应 着 际 螺 绕 轴 ms 等 违 畏 动 。 
同样 , 当 YU 一 2E1 时 (这 时 rs0)， 我 们 有 和 栈 朝 x1 的 等 速 转 动 。 

现在 我 鸽 来 确定 作为 时 间 画 数 的 陀螺 在 空间 的 绥 对 运动 ( 相 
对 于 静止 坐标 系 及 了 2) ,为 此 引入 陀螺 的 轴 mo 和 四 蕊 , 了 ， 
也 之 辐 汐 欧 勒 东 业 ， ps 98, 并 选择 轴 & 沿 荐 常 向 电 放 的 放 向 。 猎 
然 , 轴 攻 的 六 向 相对 于 露 入 ， 2s， ma 的 榴 角 和 方位 角 分 别 等 于 8 


3183 大 珠 洛 瑞 f 匡 去 间 1 


OC- 


和 如 一 ( 见 145 破 注 ) , 那 末 把 向 量 [六 投影 到 > ”211 Wa Ty 上 上 去 ,我 


们 便 得 到 
M sin 8 sin w= M0 
Neind cos b= WH,= TD, (37 ,18) 
NM 008 0= N= Lat,. 
得 此 
Coa 9 二 3 
再 利用 公式 人 837;10) 我 们 求 得 


了 
208 = VY 各 这 二 区 2 万) dn F， 


让 由 = TCls~Js) nT 
Tos—11) nT’ 
角 吕 和 站 对 时 及 的 依 瑚 关系 即 上 由 此 确 室 ,和 网 入 民 的 下 量 一 起 它 
们 都 是 局 期 丽 数 ,而 周期 为 (37,12)。 
到 式 (87,18) 中 并 不 合 角 op, 因而 要 计算 它 , 就 必须 注意 用 欧 
蔓 角 对 时 间 的 号 数 素 宸 壕 此 分 量 的 公式 (085 也。 从 等 式 
人 一 六 Sin Fain s+ eos US, 
D2= 9 sin Oc08 bh — 6 siny 


， 语 b=- (87 ,14) 








(87,16) 





中 消去 9 可 得 
= oh gin 由 十 4 co | 
SiN 8 
然后 利用 肥 式 (87， I3) ,我 们 便 冰 得 
dp zr 了 了 
和 = TI je 《87 ,18) 
由 让 可 用 求 积 的 太 法 来 确定 丽 数 g( ,但 惟 积 式 子 很 复杂 地 包 合 
着 椭 辐 丙 数 。 用 一 系列 相当 复杂 的 变换， 这 一 积分 可 用 所 谓 6 丁 
数 来 才 达 ,我 们 不 进行 计算 中 而 仅仅 指出 讲 算 的 最 后 奈 兴 。 
PD 这 些 时 算 可 内 在 号 , 于， 了 FgITeRep 所 车 AmaTErasaexe REHaMEKXSTOH 有 TH， 
1+1937) 一 三 由 投 到 - 








[L$ 871 不 对称 陆 旦 T59 


羡 数 2 的 可 吉村 成 天 确 到 一 任 配 柯 加 常数 ) 两 项 和 的 形式 : 





PE = Put) + yalt), .337,17) 
-让 中 之 一 上 让 公式 
2£ . 
bu Dia) | 
Ea 一 这 4 :397,18) 
bi( 入 二 如】 
车 出 . 式 中 上访 : 是 8 而 数 , 而 2& 是 由 下 而 等 浇 沈 定 的 实 党 数 : 
ms fT RLY ,2 0 
sn(i2af) = 了 DR A Br A a7 ,19) 


[ 和 他 取 自 (837, 二)， (837, 12)] ,87,j8) 右边 的 击 数 是 周期 为 
了 的 周期 画 数 ， 因此 和 r 全 在 中 时 间 内 改变 3w。(37, 人 7 的 第 一 
部 谷 由 下 向 肥 过 粹 出: 

1 1 Mim i 
J ? F" x rn i day 
这 个 画 数 在 时 各 2 办 增长 2<-。 由 此 可 见 , 和 运动 恢 9 来 说 ,用 是 两 
个 周期 性 政变 的 合成 ,其 中 一 个 周期 (2 与 角 业 及 日 的 栈 变 周期 
相等 ,而 男 一 个 他) 与 前 一 个 是 处 可 通 鸭 的 。 后 一 种 情 现 侯 得 
陀 逮 在 本 身 运 动 上 时 ,严格 说 来 尾 何 时 候 都 不 能 畦 回 到 自己 的 原 位 
慎 。 


ga 人 上 一 2 .87, 20) 





普 题 
1 工 ， 哉 碚 定 陀 媒 楼 帮 近 惯 是 霄 #3 或 为) 的 加 的 自 起 粮 动 ， 
解 : 设 闽 za 接近 于 对 方向。 村 是 分 量 1 型 * 是 很 小 的 量 , 而 时 对 
〈 雅 确 到 一 下 小 量 ) 。 以 同伴 的 蕉 硝 庶 , 欧 寺 方 程 中 的 前 两 个 可 生成 





这 时 禾 扫 引 大 了 第 数 名 天星 /Ta 。 傅 据 一 般 的 纺 刚 , 驻 半 ;和 有 3 的 解 素 正 环 
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一 一 


于 em 的 形式 ,于 是 我 们 得 到 频率 w 的 值 


“一 GoV (于 一世 -1)。 | *1) 


面 对 于 亚 ; 和 收 ， 本 身 我 们 得 至 


Mi MaN 了 —1 cog wt, Ms— Ma —1 sin wts (2) 
了 


其 中 4 是 小 的 任意 常数 。 这 上 及 起 确定 向 是 MM 相对 陀 蝶 的 运动 ' 在 图 看 中 ， 
这 运动 对 庶 于 疝 是 M 的 端点 不 断 重复 措 画 ( 频 于 为 四 一 个 楼 辅 几 者 点 的 小 
梯 图 。 

为 了 决定 陀螺 在 空 有 里 的 下 对 运动 , 我 们 来 求 它 的 欧 郝 和 角 。 在 现在 这 种 情 

.了 现下 ) 翰 妆 对 朝 瑟 (MT 广内) 多 信人 久 8 | 9 了 





G2 2 (1 — eos 6) ana, 
将 (2) 代 大, 我 们 全 得 到 


py 
-人 3 一 za) 
gy lstly— 11) otg wt, 


I + fT - 
62=a | (BE 1) com et 了 (至 一 sint at |。 (3) 
为 了 求 得 角 9 我 从 注 齐 到 ,很 据 (35, 了 T) 中 的 第 三 个 公式 , 当 9<1 时 ， ， 
Dd 十 站 。 % : 
因此 “ 
=Dot—y. , (4) 
(路 去 积分 任意 常数 ) 。 

如 果 直 接 观 察 陀螺 三 惯量 二 方向 (这 些 轴 上 的 章 位 向 量 我 们 用 ry72s; na 
才 示 ) 的 变化 ; 则 可 得 到 关子 陀 晤 运动 性 侦 的 更 雪 观 的 稳 念 。 疝 芋 和 和 和 
以 频率 在 平面 及 了 上 等 速 转动 , 司 时 在 横 方 遍 上 以 痛 率 作 微 振 芭 , 这些 
所 动 由 它 全 的 鼠 分 量 确 定 , 对 它们 的 必 分 量 我 们 有 


1 了 -ayF 一 荆 GDa at 
Ms -ao lia si 
Hag = I 1 sno 


对 向 量 my 以 同样 的 精确 度 我 们 有 





T3371 : 下 对 克扣 最 161 








War TO SI TD Pay A 003 ms 刘斌 
《相对 秋 六 ;了 ;和 2 国 量 #2 二 向 耻 概 角 和 和 方 信 角 等 王 9 和 一方 ， 昂 145 页 注 }。 
其 次 写本 [该 时 利用 公 臣 (37,43;] 


nr Hn Ot = Hn ot eoF yb 8 0 Rt n= 


一 eh 1L ot 一 二 总 dot 四 





:= A —1 Sin Ot Sn wf oe 人 一 于 con Oot eos nt, 


f 了 二 
十 多 一 一 二 1 Cn 一 20 二 
二 fn Bs 2 
声 旦 Pay 一 一 了 本 十 Fai sti (0+ t+ 
1 


+ SE fs -Ni Jsin9, ~ ts 


由 胰 可 息 ) 间 是 ts 的 运动 是 忆 师 率 (oo 由 稀 王 部 的 两 个 畦 潮 的 和 。 

2. 斌 确定 当 间 ?= 24z 时 上 晶 的 月 出 赫 动 。 

解 : 在 加 襟 中 ;这 笠 稍 六 对 应 子 向 量 于 句点 治 通 过 朝 .上 之 逐 扣 的 
曲 禄 移动 。 

三 程 3 中 联 刀 下 形式 : 


NE (13— a— 1) (Ts 一 了 ts 一 了 名。 
a 吗 ， rt | 2 
dt Dl? 


这 里 引 [大 于 符号 仿 二 型/ 二 2 五/ 和 HH。 对 此 方程 积分 的 后 运用 公式 (37 由 ， 
我 们 健 得 到 


O10 了 1 一 chr? 
op 总 = 二 .1 


Ttls— 1) ehr® 

撒 述 辽 运 的 稻 对 运动 ,我 们 引 大 欧 章 人 角 , 彻 8 定义 六 二 蕊 {了 台 兴 向 ) 

pe 二 xy 《而 不 像 正 交 中 是 4) 。 在 弃 系 向 草 品 的 分 昌 和 殉 勤 角 之 去 
的 公式 (37) 1 和 ， (37)16) 由， 这 于 应 当 施 行 描 标 的 循环 替换 123 一 > 8142。 然后 


169 人 活动 [第 :; 章 ] 


把 式 ( 卫 ) 拒 天 这 些 公式 ,我 们 健 得 六 | 
全 TF 二 Qf 十 常数， 


yy TP 
7 一 了 


从 所 得 的 公式 可 见 , 向 最 口 按 潮 近 铭 方式 ( 当 1-> ee 时 } 趋 癌 轴 *z, 同时 
山 za 挡 渐 近 起 方式 趋向 都 太 轴 疼 。 


$38. 刚体 的 接触 
从 运动 方程 式 (34, 和 (34, 39) 中 已 狠 可 以 看 出 ,刚体 的 平衡 
条 件 是 作用 其 上 的 总 力 和 总 力 吞 等于零 ,部 
F=f=0, K=3[rf]~=0, 138,1) 
这 里 是 对 所 有 加 汪 物 性 的 村 力求 和 ,ff 是 “着 为 点 的 向 笃 。 在 这 
种 情 党 下 ,确定 为 短 所 相对 的 点 ! 举 标 原 点 ) 可 以 任意 选择 ,因为 当 
亚 =0 时， 下 的 数 伸 与 此 选择 无 关上 昂 式 (34,5)]。 


如 果 我 们 前 论 的 是 相互 楼 触 的 了 刚体 体系 ,那么 在 平衡 时 ,对 于 


每 个 刚体 条 件 :38,1) 莉 应 分 别 成 阐 。 这 时 从 与 顷 体 相 接 触 的 其 他 
央 体 方面 米 的 作用 为 也 痢 算 作 外 力 。 这 毕 力 是 加 于 相互 接 触 点 
上 , 因而 称 为 友 作 征 力 、 显 然 , 两 个 刚体 相互 反作用 力 大 小 相等 ， 
而 方向 棚 反 。 

在 一般 情况 下 ,反作用 力 的 大 小 和 方向 都 由 风 体 平 衡 方程 
(88, 力 的 共 朵 解决 定 、 但 在 半 些 情况 下 , 友 作用 力 的 方向 站 已 由 
问题 的 条 件 熔 出 。 辟 如 滞 ,如果 两 天 体 可 治 表 面 袋 此 自 下 请 动 , 那 
么 , 宅 全 之 簿 的 反作用 力 应 浩 着 圾 面 的 法 线 方 向 。 
如果 楼 急 刚 体 相 对 运动 ,都 么 , 除 反 作用 力 以 外 , 还 出 更 消 起 
证 的 力 一 一 说 擦 力 

接触 刚体 的 禄 对 运动 的 两 种 可 能 形式 是 滑动 和 滚动 。 在 济 动 
时 ,反作用 力 球 直 二 接 触 面 ,而 麻 撤 力 却 沿 面 的 切线 方向 。 ， ， 

塘 祥 淡 动 的 特点 是 在 接触 点 没有 刚体 的 相对 运动 ,所 杀 应 训 ， 


了 


[8 磋 内 共 的 炉 艇 :83 


流动 着 的 物体 仿佛 每 -… ,时刻 吉 稚 辕 定 在 楼 委 点 一 样 。 这 时 , 反 
必用 症 的 方 时 是 人 性 总 的 , 记 就 足 说 ,不 一 定 得 址 于 接触 面 - 说 地 只 
氛 旋 是 记 蛆 香 沪 动 的 附加 浪 夭 的 形式 显示 出 来 。 

， 如 果 在 滑动 时 , 靡 所 小 到 可 以 忽略 ,， 闭 么 我 们 谋 , 遇 体 均 面 移 
对 光滑 ， 友 之 , 如 果 物 体 焉 曾 的 竹 蜂 便 物 体 只 龙 流 动 , 不 能 济 芭 ， 
而 沪 动 工 捧 可 以 忽略 ,此 么 我 们 广 , 物 体 表面 稻 对 粗糙 半 

在 这 两 种 情况 下 , 肉 擦 力 祁 不 明显 地 出 现在 有 关 物 体 运动 的 
问题 中 , 因此 人 税 题 为 主力 党 的 。 如 果 摩 党 的 具体 性 镍 对 送 动 玉 菩 
是 菲 党 重要 的 ,四 运 珊 就 示 是 生 力 学 的 过 可 (比较 和 25) 

物体 的 接 急 便 它 何 的 和 月 由 天 , 较 之 自 出 运动 时 的 自重 凑 来 流 
要 减少 。 直 到 现在 ,在 研究 这 类 问题 时 ,我 们 都 叔 引 久 和 实际 自由 
度数 丰 屡 对 应 的 坐标 的 水 法 来 攻 虐 这 秋 情 况 。 但 在 流动 时 , 这样 
选择 罕 标 可 能 是 行 不 通 的 。 | 

对 笔 体 谈 到 所 加 的 条 件 是 接 般 点 的 速度 相等 : 列 如 在 治 洲 一 
静 上 直面 滚动 时 , 接触 点 的 速度 应 等 于 洗 )。 在 -- 般 情况 下 , 这 说 
的 条 件 由 下 面 形式 的 “ 锡 柬 方程 来 表示 : 


3 6d; =0, (8,2 


其 中 cw 位 各 是 华 标 的 山 数 :指标 a 用 以 车 构 束 方程 饮 导 )。 如 果 
“ 缘 访 左 过 不 是 尘 标 的 某 南 数 对 时 铀 的 他 征 疝 , 旭 对 这 些 方程 无 法 
积分 。 横 何 辣 褒 , 它 们 不 能 化 克 私 是 一 些 毕 标 之 午 的 :其 夭 式 , 和 用 

这 些 关 系 式 使 我 们 可 用 此 以 少 的 ,与 实际 白 由 度数 相应 的 至 和 蒜 来 
描述 场 体 的 位 车。 这 样 的 莉 京 称 直 完整 约束 《与 公 联 系 体系 华 标 
的 完整 徇 束 想 充 ) ,我们 来 研究 ,比如 说 , 球 罕 注 面 上 的 渡 动 -你 术 
党 一 梯 , 我 们 及 下 表示 移动 的 迷 诬 ( 球 心 的 述 度 )， 用 如 表示 转动 
的 鲁 江 上 度 ， 如 末 在 一 - 般 有 公式 b= WY+ [Lr] 中 廊 站 = 一 ata 是 球 


-和牛 径 , 向 是 流动 下 面 在 接触 点 祷 弘 上 的 单位 向 合 ) , 就 可 以 得 到 球 
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同 在 面 的 接触 点 的 速度。 我 们 所 要 求 的 罗素 是 在 接触 点 没有 潜入 
的 条 件 , 就 是 说 由 方程 
Vallnl -= (88,8) 
蔡 出 的 条 件 。 宅 不 可 能 积 芬 出 来 ; 因为 尽管 速度 闻 是 球 心 向 德 对 
时 疯 的 全 全 但 同时 ,在 一 般 铺 况 下 角 速 谍 却 不 是 任何 坐标 的 到 
商 。 罗 呈 榴 东 (38,3) 是 不 完整 的 王 。 
不 守 : 整 蒋 束 的 方程 不 能 减少 坐标 的 数 利 ,所 以 当 这些 区 
束 存 在 时 ,不免 必须 利 用 着 非 完 全 是 独立 的 坐标 。 为 了 和 组成 相应 
的 控 格 毅 日 方程 ,我 们 再 回 到 最 小 作用 量 原 理 上: 汉 、 。 
存在 (38, 分 类 型 的 构 束 就 对 坐标 变 分 的 可 能 值 加 上 了 -- 完 的 
限制 。 就 是 改 , 用 % 乘 这 些 方程 , 我 个 可 以 求 得 ,8g 不 是 独立 的 ， 
而 是 由 英 系 式 
22) 069:=0 (38,4) 
实 系 着 的 ， 在 变 妇 作 用 呈 时 , 应 恋 考 自 到 这 个 情况 。， 根据 寻找 条 
件 极 值 的 控 格 朗 日 一 般 方法 ,应 当 痊 作用 量 奕 分 : 


ab _d or 
A Ag a Bo; ft 


的 发 积 曾 数 加 上 琴 了 未 定 梁 子 j 《学 标 的 画 数 ;的 方程 (38, 全, 然 
后 再 使 积 共 等 于 零 。 这 时 可 及 8 为 所 有 变 分 6g: 是 独立 的 , 于 是 
我 们 得 到 方程 op | 

dt 人 Le, (38,65) 
这 些 方 性 和 构 东 方程 (388, 盆 一 起 组 成 未 知 是 9 和 hs 的 完全 方程 


在 上 议 方法 中 ,反作用 力 没有 出 现 ， 物体 的 淡 触 完 至 由 狗 束 广 

OD 点 器 措 出 ， 这 种 弗 束 对 图 杜 洲 动 可 能 是 完 闭 的。 在 这 种 傅 况 下 ， 当 流 油 的 时 

赎 , 往 动 丽 在 空 痪 方向 保持 不 变 , 因 如 G- 32 昌 事 福生 自己 翰 的 坦 角 p 的 他 条 而。 这 
时 关系 式 (88,3) 可 积分 , 井 糖 用 惯性 中 心 的 坐标 和 和 角 之 区 的 关 采 。 
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程 技 括 了 。， 然 而， 家 有 另 一 一 种 和 组成 接 钥 胸 体 和 运动 万 程 的 方法 ， 在 这 
种 这 普 中 明 量 地 引进 了 友 作 用 力 。 这 一 万 法 (和 尼 构 席 达 涯 自 尔 原 
镍 的 内 容 ) 实 览 是 ;对 千 全 技 触 体 可 穷 出 万 程 


S58, a， = 之 [rf 1 (38,6) 
同时 在 作用 于 物体 上 的 力 了 jh 含有 反作用 力 , 这 些 力 预 先是 水 
知 的 ,它们 本 身 以 及 驳 体 的 运动 者 类 害 下 万 程 的 解法 方 汗 对 完 


整 箱 率 和 不 完整 斩 束 的 民 况 部 可 同样 应 用 。 


习题 


， 就 利用 达 兰 具 尔 原型 求 在 不 面 + 演 动 的 均匀 球 的 运动 上 太 程 ; 假 融 作 
用 于 开 引 站 放 ,好 及 后 六 其， 
解 : 攻 率 方程 (38, 3) 已 在 正 葡 中 车 出 。 引 天 作用 在 奈 和 平面 相 切 之 点 
和 的 有 和 首 用 方 ! 用 已 赤 示 ) ,我 们 耳 出 方程 (3856) : 


oat | 
7 ri 【ua 1 
二 由 | 。 


【这 里 用 到 了 Pa ， 以 态 对 球 伦 蝇 用 十 1 。 对 时 间 流 和 邹 约 来 方程 ;我们 
伍 得 到 ; 
Y=afnn], 
把 它 代 大方 程 (1 "天 人 了 (2 消去 全, 便 得 到 方 香 
一 - 计 BRB} = FRx | aRtanint,, 
这 个 方 各 把 反 作用 旋风 F 补 下联 条 起 来 了 。 将 这 个 方程 号 戌 分 量 冻 起， 着 
用 工 -= 了 at 《 锡 如 32 才 是 2， 外 代 大 ,出 下 得 





R= K, 一 全 Ry 一 一 3 
(平面 sy 选 在 滚动 面 #) 。 最 后 , 把 这 些 式 子 代 大 (1 ) 市 ,得 到 只 食 有 已 知 的 
首 广 和 和 旋 短 的 运动 态 程 * 
| 避 F 本。 
A 





* 


66 副 体 运动 [第 坟 草 ] 


CA 


措 肝 于 构 昌 万 程 138;3)， 和 角速度 的 分 司 只 
9 可 通过 下 , 和 .了 麦 未 出 未 ， 而 对 己 了 全 
有 有声 程 





2 中 本 了 oa 五 。 


5 at 
[方程 (2) 芍 分量 ]。 
2. 重量 为 了 长 度 为 ! 的 均匀 棒 ap, 
如 略 52 所 示 ， 章 在 丧 上 ， 它 的 下 了 册 玉 用 钱 
4 号 接 戎 。 虐 求 支 点 的 反作用 力 和 悉 的 张 
力 。 
解 : 裕 的 重量 引起 作用 于 要 中 点 的 或 
yy 这 和 启 下 的 力 局 ) 力 Rp 各 Bc 分 下 是 坚 计 向 
_，， 上 和 重 直 手 凑 ; 廊 乓 张力 的 态 向 由 五 玫 4 
冉 汪 . 平衡 右 程 的 解 输 出 
Tei: = PT os Ra= P—Re 8111 Ts TT 二 Rn [让 小 和 
3 有 一 棒 4 了, 共 重 为 也 两 端 分 其 其 在 水 平面 和 息 交 面 上 (图 色 1, 村 
被 西 条 水 平 篇 4Dn 和 lB7! 入 浅 , 矿 B0 和 榨 4B 惊 于 同一 ( 影 目 ) 平 面 内 。 试 
求 支 点 的 反作用 力 各 看 的 张力 。 








解 : 赵 的 张 刀 f4 各 了 济 匡 由 和 4 汉 避 和 和 由 吾 测 的 方向 。 反 作用 力 
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五 3 有 辣 4 和 古 本 外 形 的 平面 。 甫 平移 方程 可 得 
Ra Tpr 一 ota, R=Tn np Tm pu 
4， 两 坦 长 为 了 工 的 株 ， 上 厂 喘 以 话 去 接 
头 相 速 ， 上 上 响 用 弹 4B 拉 藻 (图 54) .在 
一 个 榨 的 中 虑 孝 力 { 棒 的 重量 忽 界 不 
让 } 。 滤 求 反 作用 力 。 
解 : 在 4 点 缠 的 县 力 人 由 4 指向 
B, 在 尾 点 则 由 导 措 网 。 反 作用 力 
下 4 和 五 p 乔 丁 于 支持 面 。 用 Be 表示 在 
溢 动 接 : | -作用 十 术 4C 的 反作用 力 ， 
这 时 作用 于 六 的 反作用 力 是 一 吾 c， 必 
用 于 术 BC 的 力 吾 z 有 一 本 c 的 力 红 
和 等 于 组 的 和 荣 外 可 导出 Re 涩 BC 方向 
的 车 葵 。 浴 余 的 平衡 条 件 (对 每 一 根 桶 





殖 乓 下 列 粮 以 : 图 ”54， 
. 全 ， Pu 五 下 ，， 
dr 4 | Ee [i 4 ' i; 一 TS 了 一 也 下 Et 性 于 


式 中 & 于 全 了 二 由。 


3 39， 在 非 馈 性 计算 系统 中 的 运动 
狼 理 在 为 路 :在 研究 任何 力学 体系 的 运动 时 ,我们 一 良 把 运动 
总 为 属于 惯性 赴 算 系统 ， 只 有 在 避 性 计算 系 酸 中 , 拉 格 关 日 画 数 ， 
比方 说 在 外 力 场 中 一 个 质点 的 拉 档 设 日 画 数 考 有 如 下 形式 : 


Lomt?2— DU, (39,1) 
相应 地 上 也 才 看 运动 方程 
dv _ OU 
dat By 


《在 这 一 下 守 ,我 将 用 指标 0 袁 示 较 于 饶 性 计算 条 舟 的 量 )。 
现在 ,我 们 末 研 究 一 下 ,在 非 惯 性 系统 中 的 质 扎 运动 亡 特 笠 是 

怎样 的 。 解 块 这 一 站 题 的 出 发 点 仿 是 最 小 作用 量 原 理 ， 和 写 的 应 用 

范 园 不 受 选 择 计 算 系 统 的 际 制 ,同时 , 拉 格 病 卓 方程 


了 
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一 








吕 笋 -可 oo 
也 昭和 梓 有 效 ， 然 而 拉 格 朗 日 而 数 已 不 青 具 有 (39, 1 的 形式 了 ， 为 
了 求 得 它 , 必 须 对 郴 数 作 适 当 的 变换 。 
这 一 变换 我 们 分 两 步 进 行 。 首 先 来 看 计算 桑 纹 到 ', 少 相 对 慌 
性 江 舟 下, 忆 速 度 下 的 移动。 粒子 相 允 系 舟 Ko 和 K' 的 证 度 Vo 
- 和 人 由 于 型 甘 系 式 相 联 系 : 
vo=' 二 P(A, (89,3) 
将 此 式 代 大 (89， 了 ,可 得 到 在 系 航 所 ' 中 的 拉 衬 名 日 厂 数 
Dm + U, 
但 ?人 是 已 知 的 时 沿 夯 数 ， 可 把 它 写成 男 外 某 一 淫 数 对 t 的 至 
微 商 ,因此 , 式 中 的 第 三 项 可 以 去 控 。 此 寻 ; b'=dr' /Qt, 其 中 +' 是 
粒子 在 坐标 系 长 ' 中 的 向 径 , 因 此 
mV =mV (npr) — mr! 2 
把 此 式 代 大 拉 格 朗 蝇 画 数 中 ,再 次 去 掉 其 中 对 时 间 的 至 徽 辫 ,最 后 
得 到 





DL=m2 mW r'—U, (39,4) 
其 中 他 ==d /di 是 计算 又 议 EK 移动 的 加 速度 。 
利用 489, 和 名 建立 拉 格 舰 日 方程 , 恒 得 独 


m0 mW (89,65) 


我 们 办 记 ,从 对 于 粒子 运动 方 各 的 影响 的 意义 上 来 说 ,计算 系 
就 的 加 速 运动 与 一 个 均 与 力 场 的 出 现 特价 ,并且 这 场 中 的 作用 访 
等 于 加 汗 庆 和 粒子 插 量 的 乘积 ,但 方向 册 和 加 速度 相反 。 
”现在 我们 再 引入 一 个 新 的 革 算 采 六 六 。 守 和 不 ' 有 共通 的 原 
点 ,但 相对 玉 ' 以 角速度 如 人 转动 , 因此 相对 惯性 系 六 下 o, 条 入 
K 婚 做 平 动 ， 又 做 转动 。 


L$ 88] 在 3 FE 人 让 bd 的 二 到 HE 


-一 -一 





粒子 对 条 针 再 的 速度 2 由 和 若 相 对 刺 闵 至 的 来 度 v 和 随同 
有 潜 苇 站 一 起 团 吕 的 证 度 14 [所 棚 成 : 即 

. ft 一 下 十 [号 六 ] 
《 糙 闻 在 系 蒜 天 和 让 让 的 得 吾 了 和 并 重合 }。 将 此 式 代 大 (138;4) 
的 拉 阁 刘 虽 研 数 中 去 可 得 坦 
Ln 23+m000ri+ SIOr)—m Wr—U, 639, 的 


| 这 是 在 任意 非 谤 林寺 算 系 义 中 -- 拱 形式 的 拉 格 如 日 葬 激 . 我 
全 应 当 汪 音 , 许 算 科 统 的 转 吕 使 在 抗 格 裔 日 商 数 中 出 现 特 别 形 式 
的 项 , 它 对 六 子 的 术 度 来 歼 是 多 性 的 . 
入 了 来 笃 包 含 在 摘 格 间 日 万 程 中 的 徽 商 ,我 俏 写 崖 全 微分 
dL=myavimart ri mr ri1— 
—mi Wrir— 六 HF = dp 并 十] 十 


十 级 [ 上 [人 一 2 adr, 





策 合 所 有 包 人 对 "和 种 eg 的 项 ,总 匀 便 求 得 
“ 一 mm rl， 


SE me Lal LQr101 mW 
提 这 些 式 子 代 和 大 站) ,我 们 候 得 到 所 恬 冯 的 运动 方程 . 
“i dp 2U .., Wr 十 Smt vO ml [re 139,7) 


df oF 
我 们 否 弄 ， 轩 计 训 夭 社 的 辐 动 而 产生 的 “ 殿 持 为 ”由 三 部 纷 炎 
蛇 。 乃 of 和 由 动 不 等 这 有 天 ,而 另外 两 个 方 在 等 速 更 盈 时 也 
存在 。 力 2ontpt 时 科 皇 奥 利 力 , 和 过 去 我 个 研究 过 的 一 切 ! 非 消 
插 性 的 ) 万 不 同和 守护 报 了 卜 点 的 速度 ， 力 呈 [[] 是 询 心力。 
蕊 位 于 通过 和 和 有 的 种 面 工 , 浴 直 于 址 轴 《 煤 训 最 吕方 向 ) 并 阅 


i170 阿 伍 送 动 [第 沁 俐 ] 


次 痪 开山 的 方向 ,离心 力 的 数值 等 于 mp8, 其 中 p 是 粒子 漳 转 轴 

的 距离 。 
我 们 特别 来 研究 一 下 作 等 过 生动 大 下 淡 有 下 动 加 速记 的 全 标 

系 。 在 (39;6) 中 和 (39, 信 中 ,全 后 = 常数 ， 邢 =0, 我 们 便 得 到 抗 ， 

”办 关 日 画 数 











五 一 2 Hoatorltator 0 (89,8) 
和 运动 方程 
m 5 = ~ Se +am[ogl +mrQrreoll。 (89,9) 
”我 个 可 同样 求 出 在 这 情 帝 于 粒子 的 能 量 
oa (39,10) 
代入 恕 =pv- 工 , 便 得 到 : 
B= 2 一 [r+U, (39,11) 


应 当 注 意 , 在 能 量 中 没 有 撤回 朗 为 性 的 项 。 计算 系统 粕 动 的 影 
耽 归 甘 为 糖衣 最 增加 一 - 仅 依 服 于 粒子 的 坐标 于 下 比 于 和 角速度 王 方 
的 项 。 这 个 补充 的 位 能 一 公 LGr]* 称 为 高 心 能 。 

质点 相对 等 速 转 动 山 算 系 略 的 过 度 5 与 它 相对 于 异性 系 硫 


”次 速度 wo 由 下 式 联系 : 


Bo = 世 十 Lr] oD 者 (39,12) 
因此 粒 子 在 季 料 于 的 冲 量 9 (39,10) 和 和 省 在 系统 五 中 的 证 量 
Po 二 mtvo 相 重 合 ; 同时 , 冲 量 符 型 o= [ze 和 形 = [rfp] 也 各 重 
合 。 而 粒子 在 系统 天 和 K。 中 的 能 量 则 不 情 。 将 (39, 12) 中 之 9 
代入 {39, 入 ) 可 得 到 
EF= Te — mo [lr] 4+U = 0 +U—m[rvo]1, 


前 两 项 是 在 系 太 Ko 中 的 能 量  。 在 最 后 一 项 中 引 太 冲 量 答 , 我 
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们 便 得 到 
E=ko— MO. (39,13) 
这 一 公式 确定 在 届 换 到 等 速 转动 华 标 采 采 ,能 入 的 变换 规律。 
刘 锥 我 们 对 一 个 质点 扒 册 了 它 , 但 很 明明 ,这 一 推导 可 直接 推 1“ 浏 
任何 粒子 性 系 的 情 光 中 去 ,并 县 将 导出 同样 的 公式 人 98，13)。 
慷 是 z 
I. 试 求 自由 党 体 因 地 球 旋 罚 ( 前 束 座 很 小 } 内 产生 榴 对 紧 可 钱 的 偏 档 。 
解 : 在 重力 场 中 乙 一 一 中 97， 其 中 g 是 重力 加 过 诬 向量 ; 六 程式 (39; 纵 
中 省 光合 有 台 平 污 的 座 心 力 ; 得 到 下 商 形 涉 运 荔 力 程 : 
b=2[u0]+g。 {1 ) 
我 们 来 用 深 步 逼近 法 解 这 方程 。 次 此 我 们 假定 =v1 二 5 其 中 二 是 
程 总 二 5 的 解 , 部 1 二 gt 十 bo 《tw 是 彻 速 万 ) 。 把 w= 十 ws 代 天 (1 )， 色 
ul 留 在 可 过, 便 得 到 ws 均 太 程 
b= 2 = 2 90] 十 2[bog]。 
积分 证 得 
* 二 有 十 Det 十 


其 路 是 竹子 初始 位 乙 的 同 最 。 
选择 朝 * 滩 谋 辐 上 ;而 二 z 沿 反 杰 向 村 点 ;这 时 
Or d= DA eos Ny 总 ,一 用 生母 四 六 和 
其 中 > 是 梯度 (为 了 确 乍 起见 ， 我 则 假定 它 是 北 炉 ) 。 在 (2 中， 会 tm=T 全 
找到 


2 号 
下 瑟 [8D] 十 22[eo9]， (2) 


3 | 
I 二 0， y= 一半 9 Cos Xo 


把 降落 时 间 te 和 代入 此 式 ,最 后 找到 
站 二 从 | 二 一 了 SQ eo8 % 
fy 的 负 值 各 应 于 向 东 仿 称 ) ，- : 
2， 试 求 从 地 而 以 各 巡 m 描 出 的 物体 对 平面 的 公 移 ， 
十 :我们 壮 反衬 放 | zz 使 得 速度 vo 在 此 而 内 。 起 和 的 高 府 h=0。 对 于 


3 


472 刚体 未 动 [ 续 六 章 3 





调 侧 这 的 篇 移 , 我 们 从 (2 ) (习题 了 中 得 到 


£1 . 
二 一 可 I Ts — tgr) + 


者 入 入 计 了 时 条 ty 7 


dw /1 
二 有 cl Vo ™ 00,) 名 


3。 於 确 定 地 球 赫 动 对 欣 的 微 拨 动 的 影响 ( 印 所 刘 的 傅 科 至 。 
- 解 : 省 略为 二 般 小 量 的 探 的 又 可 和 镁 移 , 可 以 宴 为 物体 的 运动 是 在 水 平面 ， 


3 内 进行 的 。: 去 撞 含 多 的 项 ,把 运动 方程 写成 


+or = Yuy= 一 3 


其 中 是 在 不 考 患 地 球 转动 时 摆 的 振动 频率 。 用 守 莱 第 一 个 省 恨 , 并 与 第 一 . 


个 方程 要 加 ,我 们 和 到 一 个 复数 8 一 < 十 六 的 方程 
Ep Dee=0 
半生 全 四 时 ,这 方程 式 的 解 为 
. t= aida! Cie 二 ei) 
或 x (0 4 iy0) 
其 中 的 画 数 加 四 和 gol0) 在 不 考 淖 地 起 炉 动 时 欠 出 摆 的 烛 道 。 因 此 ,地 球 
稼 动 的 影响 妇 竺 为 加 道 镜 察 圭 衣 以 角速度 9- 的 转动 。 


™ 


四 


第 七 章 ”正则 方程 


z $ 40， 哈密 避 方 程 

为 了 应 用 拉客 般 日 商 数 (和 由 它 慑 霹 的 拉 格 郎 日 为 程 ) 玉 确定 
-力学 的 规律 ,首先 必须 用 答 定 体系 的 广义 坐标 和 广义 速度 的 方法 
来 措 输 系 蒜 的 力学 状 志 。 然 而 ,这 样 的 斤 答 并 不 是 险 一 可 能 的 。 
庶 用 体系 的 广义 坐标 和 广义 冲 量 来 筑 输 ,具有 -- 孙 烈 优点 ,特别 是 
在 研究 各 种 力学 莹 逼 问题 的 时 候 更 是 如 此 。 因 此 就 产生 了 如 合 找 
出 与 上 泪 力 学 方法 相 适 应 的 运动 方程 的 并 题 。 

开 在 数学 .上 有 名 的 所 诊 勤 入 得 尔 次 换 ， 可 使 一 组 独 世 变量 ,本 
换 为 另 -一 可 。 站 现 在 这 种 镑 况 下 ,此 种 变换 可 概括 如 下 。 

拉 格 朗 日 族 数 是 坐标 和 渤 度 的 画 数 , 尼 的 至 徽 分 等 于 





‘aL 二 六 2 9 十字 元 


这 个 式 子 可 写成 
A Eprdgt Spa (40,1) 
因为 根据 % 忆 义 , 微 商 人 就 是 广 祥 冲 县, 而 由 和 于 抗 格 朗 上 日 方程 ， 


1 
' az 


Lk 


现在 拒 (40, 了 中 的 第 二 项 写成 
- Spdg = d(T p09) — ¥ qd, 
把 全 微分 2( 了 pqi) 移 到 等 式 的 堪 动 , 并 改变 所 有 的 符号 + 证 只 
《40, 攻 中 于 得 
dlp = 一 jag Gap = 
(178) 


1 正则 并 竹 | . 【第 七 并 1 


微分 竹 号 下 的 基态 是 体系 的 前 量 ( 见 $6), 当 守 道 过 坐标 和 冲 


量 来 于 达 时 ， 钙 币 体系 的 哈密 昭 男 数 








Hp, 人 下 一 Dpid:— Lo (40,2) 
。 头 开 标 和 冲 量 在 其 中 是 独立 变量 的 微分 等 式 四 
| dH= -到 palg t+ Edidp,, + 《40,3) 
我 们 得 出 者 程 a 
di ， P= i (40,4) 


这 就 是 要 求 的 以 2 和 9 为 变量 的 运 动 为 程 ， 它 人 改称 为 哈密 
晤 方程 。 它 们 和 钥 成 23 个 未 知 男 数 p(t) 和 9 有 的 28 个 一 般 微 分 方 


种 的 方程 组 ， 代替 s 个 由 拉 格 妆 日 方法 电 得 到 的 二 航 方程 。 由 于 


拓 骨 形 式 上 的 简单 和 对 称 , 这 些 方 程 . 也 叶 伍 正则 方程 。 


哈密 晤 两 数 对 时 间 的 压 微 商 是 
A 6268 oO 好 
2 2 PD 。 | 
各 果 抒 方程 (40, 国 中 的 训 和 记 代 大 过 里 的 艺 , 那 最 后 两 大 下 相抵 
消 , 于 是 oy z 
: a .40,6) 


特 昼 是 当 险 宕 顿 画 数 不 明显 地 与 时 间 有 关 时 , 那 末 4 吾 /地 =0; 也 
就 是 说 ,我 们 又 再 灵 得 到 了 能 量 守 恒定 律 。 
′ ”除了 动力 学 的 变量 9, 4 或 9,% 外 , 近 格 和 衣 日 画 数 和 哈密 最 


效 数 还 包含 各 种 贿 攻 ,这 些 容量 是 描述 体系 本 身 的 特性 或 者 作用 “ 


在 停 系 统 上 之 外 场 的 特性 的 。 假 定 入 是 这 些 贿 量 中 的 任 一 个 ;把 _ 
它 看 成 变量 ， 出 代 替 (40,1) ,我 们 便 有 


- dL = EPG TE pdd AT d)., 
而 代 禁 (40, 引 我 们 订 香 


dH= Spdgt Ydp— 


2 


了 


给 铭 巾 秘 程 i176 








从 这 里 ,我 们 得 到 联系 拉 格 利 日 商 数 和 哈密 顿 两 数 对 于 和 的 全 和 丛 
商 的 英和 式 


2 = 一 (2 140,6) 


BA /pn Bh /0 
在 偏 微 商 党 的 指数 是 指 , 当 在 对 五 微分 时 , p 和 9 是 不 变 的 ,而 在 
对 工 徽 秀 时 , 4 和 9 其 不 变 的 。 

这 个 精 果 可 玫 成 另 务 一 种 样子 。 假 定 拉 格 划 日 画 数 只 朋 工 - 
一 珊 十 五 的 形式 ,其 中 三 是 基本 画 数 Po 的 微小 补充 量 , 那 术 ;对 
意 的 在 哈密 顿 画 数 豆 = 吾 o 二 五 ' 中 的 补充 量 豆 ' 同上 ' 之 疼 的 关系 
为 

(Hy) = — hago {40,73 

应 当 注 意 , 在 从 (各 , 1) 到 (40, 3) 的 变换 中 , 并 洗 有 号 出 带 必 
的 项 ,部 游 虑 到 可 能 有 的 拉 格 妆 日 谓 数 对 时 间 的 明显 傅 顿 关系 的 
项 ,因为 此 项 在 这 种 情况 下 ,仅仅 起 着 和 所 作 变 换 无 关 的 参量 的 作 
用 ， 像 公式 (20,6) 一 样 ， 5 和 如 对 时 间 的 侦 徽 商 之 间 ， 也 由 下 列 


区 对 式 联 系 : 
= 一 记 ，。 (40,B) 





塘 - 题 


1， 就 求 在 纪 卡 尔 坐标 、 测 柱 坐 标 和 球 坐 奈 中 ,一 个 贰 点 的 哈 包 师 图 数 。 
答 ; 在 适 卡 尔 坐 标 zy yy # 中: | 
D5 9) 榴 。 
在 图 柱 举 标 ?) ;5 中: 
. 了 
= RB) 二 Tri 六 > 0) 
许 球 华 标 7+， 6) 内: 
r= (nm 二 了 a Sy) rv 全 9)» 


2. 走 术 迷 子 在 等 过 炉 动 的 站 个 条 可 中 的 哈密 邮 曾 数 。 
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解 : 根据 (39; 10) ,在 能 最 (39, ] 了 中 通 优 溃 量 p 米吉 达 速 谋 5， 我 位 避 
得 到 
H= 直 - ~2froj+D。 


8 类 ， 科 岛 斯 于 数 
在 某 些 情况 下 , 当 变 换 独 新 的 变量 时 ,比较 合适 的 不 是 把 所 有 
的 广义 连 度 都 变 为 冲 量 ,而 是 只 变换 其 中 的 一 部 分 。 与 此 相应 的 
变换 , 完 公 和 前 一 节 所 作 的 相位 。 
为 了 书写 公式 简单 起 见 ,我 们 首先 假 害 , 总 共 只 有 两 个 广义 此 
村 ,用 9 和 者 东 它们 ,并 进行 从 训 量 gq, E09, 漳 变 最 ,56,2,E 
的 炎 换 ,其 中 力 是 对 应 于 坐 称 9 的 广义 冲 量 。 
这 本 各 日数 (9， 6， 和 的 贫 和 等 了 


aL= 0 和 + 
aé 
| Bdgt pt oe 5 L 吕 Qe, 
由 此 得 到 - 


dL ppdg dip Be + 
引入 一 画 数 (所 并 拉 遍 斯 面 数 ) 


Rig, p, Epd—L (41,1) 
其 中 的 速度 9 应 利用 等 式 p 一 8 上 /8g 通过 串 烙 2 来 家 未 ,机 分 
z dR= — pdg+ ydp— 用 用 一 认 OL i¢, {41 ,2) . 
由 此 可 得 ， 
d= =- 器 ， (41,8) 
a 2R 8 __ 8 : 
BE Ere ? a a o ( 竺 多 


碟 后 面 商 个 等 式 代入 优 标 二 的 拉 格 般 日 方程 ,我 们 便 得 到 


[8 对 朱 轧 姬 曾 数 177 


一 


人 (41 ,6B) 


由 此 可 哆 , 控 包 斯 画 数 对 坐标 4 而 车 是 哈密 屯 贸 数 [方程 (41,3) 1 
对 坐标 而 营 是 榨 格 盘 昌 而 数 [方程 (条 ,六 1]。 
根据 一 般 的 定义 , 体系 的 能 最 


一 - 守 + EL-pd+té 3 ~ 
把 (条 ,1) 和 (条 , 沁 代 久 上 式 , 训 可 得 到 能 基 用 拉 乌 斯 渐 数 表示 的 
式 子 : 
Bh-é gee 9 

这 个 公 式 然 可 以 失 到 用 个 毕 标 4 和 的 简况 中 去 。 

控 高 斯 画 数 很 适用 , 特别 是 在 存在 特 环 坐标 的 时 候 ， 各 典 4 
是 循环 举 标 , 那 末 它 们 不 明显 地 包含 在 拉 格 朗 日 本 数 中 ,因而 也 不 
包 合 在 拉 饥 斯 画 数 中 , 所 以 近 禹 斯 夯 数 只 基 jp, E， 2 的 函数 ， 然 
而 ,与 特 环 坐标 4g 相对 应 的 冲 量 2 是 常量 [这 也 可 从 (和 ,3 第 一 
方程 中 得 出 ， 从 这 各 意义 上 来 灼 , 方程 ( 红 , 3) 不 输出 任何 普 的 守 
西 ]。 抬 冲 晤 攻 换 碟 宕 全 的 答 定 管 数值 后 ,方程 (4 本 


-总 AD, A Ey ~ £2 | 
变 成 了 只 合 举 标 £ 学 方程 轩 此 件 环 全 标 就 党 到 税 消 二 了 。 和 如果 
这 些 方 程 可 以 解 册 ,知县 上 区 可 届 求 种 的 话 , 那 束 拒 所 介 代 及 方 程 
[284 £6 
op 
的 右 妃 ， 我 们 就 可 直接 积分 而 求 出 如 (天 


导 净 


消去 逢 球 吾 标 ，(， 9; 9 是 欧 勒 角 ) ， 求 在 外 声 上 (Pp; 分 中 对 称 陀 是 名 披 
访 斯 画 数 。 
. 解 : 技 格 朗 日 图 数 


4 


1 证 期 方 入 . [和 七 过 ] 





= 入 (d+ 6 sin’ 8) + 全 全 二 cos P21—U (py PF) 
( 虹 35 习题 1。 拉 高 斯 栈 数 


Fi 
R=p—L= 训 - sp CO 9 ~ 如 (G4 in 0) +U (p, 8), 


此 式 中 的 第 一 项 是 可 以 去 掉 的 常数 。 


4， 治 概括 号 


7(py 4; 纹 是 一 坐标 , 冲 量 和 了 时 间 的 画 数 。 写 出 它 对 时 疝 的 公 
微 商 





df _8 
= + 民 豆 B79 e+ 路 ， 


从 哈 赛 司 方程 (40;4) 中 把 ph 各 gs 的 涤 示 式 代 久 下 式 居 得 





HHH (49,1) 
.这 里 我 全 采用 了 符号 四 . 
na_SoN a oH of ” 

with -2 px 如 - Og pp (42,2) 


趟 (4 役 ,2) 电 人 微 五 和 了 的 泊 料 括号 。 


我 们 知道 , 当 体 系 运 动 时 ,动力 学 变量 的 不 发 生变 化 的 画 数 
叫做 运动 积分 。 从 (42, 刀 看 出 ,要 量 / 和 的 和 人 人 -0) 
可 以 写成 


- 7 +B) 0, «(43,8) 
加 条 活动 积 入 不 名 品 地 全 入 于 时 节 ， 那 末 
{HF} =0, - {42, 4) 


部 它 和 哈密 时 责 数 一 起 的 泊 检 括号 应 等 于 霸 。 
与 ( 钢 , 多 类 候 ,任何 一 对 量 了 和 9 的 泊 松 括号 窜 定义 为 


STYLE 0, 28. 49， 
(9) 袜 CE 让 -小 (2;6) 


2 “ 铂 航 播 号 19 和 





一 一 一 


泊 松 插 号 共有 下 记性 园 , 并 且 这 些 性 质 都 容易 由 定义 导出 。 
把 两 个 全 数 对 斋 , 那 未 泊 松 括号 变 号 ,如 果 其 中 有 一 个 岁数 是 
常量 (el , 邢 床 泊 伦 括号 等 于 堆 , 即 


(19} = — 49}, (42,6) 
{fe} =0。 (C42,7) 
其 次 还 有 
fi fe = Ff19}) + {fe}, . (42 ,8) 
Cfifar g} =f {fag9) +fat fig} (42,9) 
取 ( 423, 对 时 项 的 入 向 商 可 得 


化 为 倒 散 虎 : 





{fgr} = 让 ， (42,11) 
{fr} 一 一 人 4 (42,121 


公式 (42, 1 可 以, 比方 涡 , 在 (4 的 中 全 9= 9 来 得 到 ,这 时 整个 
和 田 减 为 一 项 ,原因 是 69x16091 一 6m, 而 9897/23p1=0。 窑 ( 投 , 二 ) 和 
(42,12) 中 读 等 于 4; 和 2 我们 可 得 z 
(gry} = 赂 ， ‘PrPx} =0, {gry 一 人 ie {42,138) 
在 三 个 画 数 所 组 砍 的 泊 松 括号 产 ; 有 下 列 关 系 式 存在 : 
Cf {gh}} + (gh 二 人 tfFg =0, (42,14) 
洗 吓 做 雅 可 北 恒等式 
为 了 证 明 它 ,我 们 来 注 党 下 面 的 情况 。 根 据 定义 (42,5) , 泊 检 
括号 (79) 是 变量 了 和 8 的 一 硼 散 痛风 双 纯 性 齐 避 测 数 ， 因 此 , 比 - 
方 设 ， 人 LO》 其 是 变量 了 和 7 的 二 报 徽 痛 的 略 性 齐 葡 丽 数 而 
等 式 品 .的 整个 在 边 部 分 是 三 个 麻 数 六 9 和 站 的 一 规 微 商 的 
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线性 齐 次 夯 数 。 我 们 隶 华 合 包 合 了 的 二 极 微 商 的 各 项 。 第 一 个 括 
号 内 漫 少 这 娄 项 , 宅 里 面 只 有 有 了 的 一 般 徽 商 。 按 干 烈 候 式 引 人 楼 
性 微分 算 符 DD 和 Ds: 
一 DP) = 9p), Dp) = {hg}, 

怕 们 把 第 一 个 括号 和 第 三 个 括号 写 记 象征 的 形式 ,部 来 

{9 4 hfo = 9h} — {ht{gf}} = 

=D (DF) — DD N= DD DD 
很 容易 酒 出 ， 这 样 的 线性 微 敬 算 符 的 筑 合 ,不 可 能 含有 的 一 般 微 
商 。 和 的 一 般 形式 是 


Di 隐 - 袜 语 -， 
中 各 和 他 是 灾 最 和 的 任意 请 数 , 洒 示 


On 已 
ie CY i A 
DD DE Br 5 全 下 ， ar 
全 


DD Bmb, Be 二 加 2 六 


Co 
所 它们 的 差 


pp 各- 


也 是 算 符 , 但 只 包含 一 条 微分 。 由 此 可 由 ,在 等 式 (4 ' 14) 的 左 巡 ， 
所 有 合 二 杂 微 商 的 项 都 相 开 消去 了 ; 诫 然 , 司 样 的 情思 志 适 用 于 
图 数 g 入 ,因此 所 有 豆 达 式 也 都 恒 等 于 替 。 
泊 松 括号 的 重要 性 贸 在 于 : 加 淋 f 和 9 是 两 个 运动 积分 , 那 未 
由 它们 所 扯 成 的 沂 松 括号 也 是 运动 积分 ,外 z z 
人 = 常数 (42,15) 

(这 就 是 所 疆 泊 极 定理 ) 。 

和 如果 了 和 9 不 明显 依 顿 于 时 间 , 刚 这 个 定理 的 让 明 十 分 简单 。 
在 雅 可 比 恒等式 中 合 站 = 五 可 得 

CHU) + (9H)}+ (yt{ HA)) 一 0。 








] 
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届 下 名 风 ， 如果 { 玉 9; 一 日 并 且 (Hn 0, 央 必 有 (9)} 一 0， 

这 也 就 是 省 要 诈 明 的 。 

各 果 治 动 积分 明显 地 僚 模 于 时 间 ; 那 未 基于 ( 抽 , 了 我 们 写 于 
fg) = 中 (0 人 89) 


地 用 公式 (42,10), 戎 利用 次 可 比 恒信 并 把 括 {如 {419})} 摸 成 另外 


网 人 本 , 风 人 
U0) = Mgt + FE f(g) — (9 = 


-+ (9) 


或 者 
和 = 外， (42,16) . 

在 一 般 搬 浅 况 下 的 泊 松 定 盐 的 证 骨 由 此 已 入 明 显 了 了， 

自然 ,应 用 泊 松 定理 ， 我 们 并 不 是 一 定 得 璋 靳 的 渗 动 程 和， 
为 运动 积 旭 的 数目 总 是 有 限 的 (2s 一 1 个 .其 中 8 是 自由 度数 )， 
某 些 情况 下 , 我 们 可 能 得 到 之 无 意义 的 精 殿 一 一 洁 徐 括号 后 党 
数 。 而 在 另外 一 些 情 况 下 ,新 得 的 运动 积 芳 , 襄 能 只 是 原 学 运动 税 
分 f 和 9 的 责 数 。 和 如 果 褒 度 不 族 生 前 一 种 情况 ,也 不 长生 上 后 一 种 
情况 , 涛 未 泊 伦 括号 抬 出 新 的 运动 积 芬 。 


慷 ” 题 


”1， 就 求 出 质点 的 冲 县 所 和 冲 基 得 下 = [rp] 的 笠 卡 尔 分 量 所 和 福成 的 举 
标 括 号 。 
解 : 二 用 公 蕊 人 25 12) 可 得 用 
ML 


, 
{n= Ey = 一 (Cpe hy = ys 


局 样 还 可 得 和 油 个 公 站 
{Map = 0 {Mab} =pys 
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其 他 括 生 ,可 用 筛 环 替换 猎 称 xz， y, z 的 方法 求 得 。 

2. 试 求 田 短 对 的 分 量 所 租 成 的 泊 松 括号 。 

解 : 直接 各 据 各 式 (人 42, 印 计算 可 得 

{HH 一;, { = 一 型 模 下 二 一 着 ,oa 

新 然 不 同 粒子 的 冲 量 和 坐标 是 相互 独立 的 奕 量 , 那 来 ,显然 , 否 题 1 和 格 
是 2 中 所 求 得 的 公式 ,对 于 任何 粒子 依 采 的 总 溃 量 和 总 冲 最 答 也 都 是 正确 
的 。 

,3. 就 年 阴 

{P= 0, 

区 和 是 从 村 和 训 二 的 任 密友 向 玫 数 。 

`” 钥 : 陀 向 羡 鼓 只 能 以 r3, P32 Fp 的 松 全 形式 依 二 二 向 量 rr 和 和 二 的 分 量 ， 
因此 
对 Bpj3p 而 并 亦 是 如 此 。 洲 康 到 土 面 指出 的 机 分 法 肌 , 所 要 求 的 关系 式 可 通 
过 根据 公式 (42, 站 的 直接 去 条 来 机 蛤 。 

生 .就 革 明 

{fM} = {nf]) 

苇 中 了 是 召 午 的 事 标 和 冲 重 的 向 是 画 数 ,而 # 是 轴 * 为 砚 的 蛇 位 向 量 。 

解 ; 任意 向 量 了 (rp) 可 写成 了 一 rPi 十 pga 十 [rgb]9s 的 形式 y 式 中 py - 
wz; ps 是 无 向 图 数 。 庆 用 公式 (42,9)，(4211) ，(42,12) 和 加 是 3 中 所 不 明 : 
的 公式 ,可 以 通过 直接 运算 录入 本 所 要 求 的 关系 式 。 


$ 和 9。 作为 从 标本 数 的 作用 量 
在 定 出 最 小 作用 其 原 理 时 ,我 们 研究 过 积分 
- S=-| Let, (48,1) 
这 里 是 沿 稿 定位 置 ga 和 ga) 间 的 要 泗 进 行 积分 ,而 ga 和 4 是 ， 
休 采 在 粮 定 时刻 三 和 名 的 位 置 。 在 变 人 作用 量 时 ,比较 了 活着 具 
有 同样 9 亿 ) 和 96) 值 的 邻近 天道 的 这 一 猴 分 之 值 。 这 些 丈 选 
中 只 有 一 条 对 应 着 法 实 的 运动 ,这 就 是 积 妇 8 最 小 时 的 轨道 。 
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我 们 再 从 另外 一 个 角度 来 看 作用 量 这 一 概念 。 就 是 把 8 看 
成 描 往 沿 萃 实 要 道 之 运 涝 的 特性 的 最 ,并 比较 它 在 具有 相同 起 点 
gq (8) = 二, 但 是 在 时 到 志江 过 不 同位 置 的 那些 栅 道 上 的 储 。 换 
钨 话说 ,我 们 把 对 殿 实 较 道 的 作用 量 积 分 看 戌 积分 上 当 的 坐标 值 
”的 画 数 。 
在 从 一 个 吉 遵 转 到 另外 一 个 和 和 邻 近 的 地道 时 ,作用 量 的 变 
化 (在 一 个 自由 度 的 精 闹 下 ) 中 式 (2, 访 ,名 
: | 在 ts a 
38= -559| + 人 时 )3g a 
烙 出 。 斌 然 壬 实 运 动 的 轨道 满足 拉 格 郎 日 方程 , 那 末 这 里 的 积分 
就 将 等 于 雳 ， 在 第 一 项 中 , 假定 在 下限 $9( 纪 ) 一 0, 而 q(ts) 简单 
好 素 示 为 8g9。 同 样 把 35/84 换 成 和 后 , 我 们 最 后 得 到 88 一 2p39， 
或 者 在 任意 多 个 自 贞 度 的 一 般 糖 驶 下 
68 = 2 Pig a (43.,2) 

从 这 关 竺 式 可 得 出 畦 认 : 作 用 最 对 坐标 的 伪 微 次 等 于 相 记 的 

冲 量 , 邹 





2 (48,3) 


z 当 我 们 研究 在 稚 定 了 时刻 五 从 粹 定 的 位 置 9 开始 , 但 是 宇 不 
疗 的 时 齐 刀 = 糙 东 于 给 定 位 置 9 的 那些 坦 道 时 ,同样 可 以 把 作 
用 量 理 解 为 时 间 的 妃 西 数 。 应 用 适当 的 积分 的 变 苍 法 ,可 以 求 出 
在 这 种 意义 上 素 理 解 的 偏 微 商 28/6 。 榴 而 用 下 列 往 法 处 理 , 应 

用 我 们 已 知 的 公式 (43 .3 更 为 简 蕴 。 
棋 据 作用 量 本 身 的 定义 ,在 碘 演 上 它 对 于 时 间 的 爹 微 疝 等 汗 


jy 
a Po (48,4) 


男 一 方面 , 大 上 渴 窟 义 上 把 5 得 底 坐 扶 和 有 时 毅 的 而 数 时 ， 利 用 益 
证 (49,8) ,我 们 便 有 
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ds 88 0g . 
本 + 和 一 入 -+ 了 Pn。 


比较 两 式 可 求 得 


人 一 郊 一 之 Pi 
最 后 可 求 得 : , 
5 
-= 一 和， (48,5) 

_ 奴 式 (43,3) 和 (43, 自 可 一 起 和 写 成 下 式 : 
dS= Yip dn— Hd, (48.0) 


和 


这 是 作用 量 作 为 在 (48, 节 中 积分 二 限 的 坐标 和 时间 的 丽 数 之 至 微 
双 绒 东 式 。 现 在 假定 ,不 只 是 改变 运动 浆 点 和 的 坐标 (和 时间 ) ,同时 
世 改 变 运 动 的 起 蕊 。 显然 , 与 此 相 适 应 的 的 变化 ， 将 由 表达 式 
(43， 全 在 两 头 的 差 输 出 ， 即 

dS = -39 dg HO Sp dg + HV dD, (48,7) 


这 关系 式 本 身 业 已 彭 明 :在 运动 时 ,无 王座 界 尘 体 杀 的 作用 怎 
公 样 , 它 的 末 状 态 都 不 能 是 起 站 状态 的 任意 画 数 , 只 有 等 滤 (48,7) 
右边 部 分 是 全 微分 的 那些 运动 才 是 可 能 的 。 因 此 ,和 拉 格 和 裔 日 贾 
数 的 具体 形式 无 关 的 最 小 作用 量 原 理 存在 的 事实 本 身 , 也 烙 可 能 
的 运动 加 上 了 一 * 定 的 限制 。 例 如 ,对 于 从 空间 一 定点 ,向 外 靳 飞 出 
的 粒 装 旧 , 有 可 能 建立 一 系列 普通 的 规律 \ 下 全 外 场 的 形式 为 转 
移 ) 。 研 究 这 些 规律 是 所 请 几何 光学 的 对 象 。 

值得 指出 , 和 如果 招 坐 多 和 冲 量 看 作 狐 辫 谈 分 的 量 , 并 根据 
{48,6) 把 最 小 作用 量 的 条 件 写 碾 下 列 积分 形式 : 


S= | 名 dg—H dt) ， (38 


那 来 哈密 焉 方程 可 在 形式 上 由 它 导 出 。 为 了 简单 起见， 再 天 假定 
只 有 一 个 全 标 (和 一 个 利 晤 ) , 拇 作用 量 的 变 分 为 
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35 —| opag- Fpd dg 这 otf 54m 2 op 是。 
谈 澳 第 二 项 (分 部 积分 ) 葵 出 
AaN 
38 = |3p(da— go dj Ly 一 ss(oz: + . 

到 :积分 限于 ,我 们 应 恋 S594=0， 因 而 积 出 的 项 就 去 控 了 。 因 为 站 
和 54 是 任意 的 、 狸 交 的 : 薪 下 的 束 法 式 等 丁 考 内 有 在 每 个 程 分 内 
的 起 各 式 痢 等 本 和 考 的 荣 件 下 了 有 可 能 ,办 汪 

alf ， arf 


ty Hp Si 
2p ”oi , 


dg = 
用 必 除 后 ;我 倘 合 得 到 哈密 下! 办 各 


4， 和 葛 培 督 原理 

力学 体系 的 运动 可 以 由 最 小 作用 量 原 球 完 在 确定 ,和 解 从 这 一 
诬 琵 所 和 位 测 的 运动 方程 , 艇 可 求 得 轴 洲 的 形式 ,又 可 求 得 在 笠 省 上 
位 贺 对 于 时 浊 的 依 屯 关系 。 

如果 妃 制 在 只 确定 孝道 本 身 攀 问题 上 (问题 的 时 间 部 分 放 在 
一 笋 ; , 闭 赤 为 了 这 一 生 的 ,可 以 建立 最 小 作 凡 量 原 理 的 简化 形式 ， 

侵 定 拉 格 胡 贡 画 数 ,而 同 半 还 有 险 具 顿 面 数 不 明 最 地 包含 时 
村 ,因此 体系 的 能 晤 守恒 : 
村 (P ,00) 二 吉 二 常数. 

在 最 小 作 骨 量 原 理 中 ,我 们 将 不 比较 体系 ‘在 它 的 两 个 知 定 位 
次 描 ) 的 所 有 雄 运 动 , 而 只 比较 于 呈 应 足 能 量 ; 守 午 定律 ， 具有 能 基 
玉 的 运动 。 积分 对 这 样 变 分 的 标 小 性 ， 虽 不 是 作用 量 亨 本 的 充 修 
条 件 , 但 是 是 必要 条 件 。 

把 作用 量 号 戌 人 88 的 形式 , 开 掉 其 中 的 丙 数 在 (py 了) 疏 让 
党 攻 志 , 芭 林 以 得 到 

AD - |S 时 《44 ,1 


486 正 有 方程 [mb 





《我 们 用 而 表 东 运动 的 起 她 时 刻 ， 而 运动 林 时 齐 简 旱地 表 为 i)o 
此 式 宙 的 第 一 项 
So= | 三 », dg (44,2) 
有 时 叫做 篇 短 了 的 作用 基 。 
显然, 在 能 量 为 常数 时 , 对 作用 县 的 变 分 , 就 是 对 蘑 短 了 的 作 
用量 的 变 分 。 为 了 利用 人 这样 的 变 分 原理 ,必须 预先 通过 坐标 9 和 


后 的 微分 99, 来 妾 示 冲 量 及 (44.2) 中 的 所 有 稚 积 式 。 为 此 必须 应 


几 定 义 汕 量 的 式 了 于 
A 43) 
及 能 量 守 恒定 律 的 方程 - : 
Elg, 0)=B。 (44,4) 


从 此 方程 出 发 , 通过 坐标 9 和 它们 的 微分 oz 来 才 法 徽 分 di; 并 代 ， 
入 公式 (44,3) , 痢 末 我 们 全 通过 g 和 中 来 表示 冲 量 了 ,而 且 能 量 


如 将 起 容量 作用 。 这 样 得 到 的 变 分 原理 ,决定 体 末 的 山道 ;这 原 更 
通常 叶 做 真 丧 肾 原 理 ( 员 然 它 精 病 的 定义 是 由 拉 匀 明日 和 欧 革 给 
出 的 ) 。 

控 格 齐 本数 一 妆 的 形式 位, 四 是 动能 和 位 能 的 差 


工 一 七 六 cq) gqu— U9), 
我 们 在 明显 的 形式 下 水 对 它 作 上 述 处 理 这 时 神 重 
.= 四 Gi (9) gr 


岳 能 量 B-3 an(g) ddrtU (q) o 
出 于 后 一 等 式 我 们 有 


了 ca ， 44,8 
2(&—U) “ Ce 





， 
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把 此 式 代 人 





之 包 ci 一 名 co dey 
使 得 到 王 面 形式 的 业 短 了 的 作用 量 : 


So | Vi- Sa day, (44,6) 
信 直 ,一 个 性 点 的 动能 
. 当 
( 潍 !h mm 是 粒子 痪 量 , 中 是 轨道 狐 元) , 因而 确定 轨道 形状 的 变 分 
原理 是 
Re d=0, (44,7) 


这 里 是 在 空间 傣 共 定点 渴 取 积分 。 这 种 形式 的 原 旭 是 雅 可 上 比 提出 
的 - 和 

在 贤 点 自由 运动 的 精 况 下 , 万 =b，(44;7) 葵 出 意义 不 大 的 精 
果 

引 d=0， 

序 慎 点 沿 最 短途 从 -一 站 灵 而 运动 。 

我 们 再 坊 到 作用 景 的 碍 达 式 (44, 妨 上 , 这 详 我 们 对 容量 召 来 
变 代 宅 。 作 用 量 的 这 个 变 分 等 于 :二 的 条 件 葵 出 


“ 2 SF- (tt) 6B=0 








Se tf。 (44,8) 
对 (44;0) 形 式 的 糊 姑 了 的 作用 量 ; 这 个 等 式 化 成 关系 式 
| Sad dg ss, 
21E—U) 
这 关系 式 不 是 别 的 ,就 是 方程 (44, 且 的 积分 。 宪 和 转 首 方程 一 起 ， 








(44,9) 
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就 可 完全 确定 运动 。 


洗 一 
从 变 分 说 理 ( 寺 六 出 发 求 糙 道 的 微分 方程 。 
解 : 进行 恋 分 ;我 们 就 有 . 
ir | 


dr 
~ —” .  _. _， rr _ 
引 jw 五- 万 a=-|| 玄 7 A 二 一 a Ei 和 


”在 第 一 项 中 浇 亏 到 d=dr?, 因此 如 午 = or dr， 在 这 项 中 进行 分 部 积分 ， 
然后 区 被 积 式 子 中 的 办 的 系 娄 等 于 需 , 我 们 恒 得 到 加 道 的 微分 方 穆 


a dr ar 
2V EB~ 7 (VE C=- 


算 用 等 起 左思 的 机 痪 ， 再 3 入 F= BU2r, 马 把 微分 方程 写成 
Cr — FOE 


Es 
蓉 中 =r/ 届 是 后 道 切线 的 常 位 向 量 。 座 下 一 (Bt)t 是 力 在 回 道 法 向 上 的 . 
分 章 F;。 内 微分 几何 知道 ， 2 /G8 一 Qt/AL 等 于 nf/R) 式 中 琶 是 后 道 的 申 
率 半 么 ， 而 n 是 轩 道 主 法 强 革 的 第 位 襄 量 。 用 re/2 代 提 五 ~ 我 位 得 到 





.六 和 已 友 知 道 的 曲 谭 运动 的 法 向 加 溃 认 公式 枚 他 会， 


§ 45.， 正则 变换 
广义 坐标 9 的 进 择 不 受 任何 条 件 的 限制 ,它们 可 以 是 性 全 党 
值 确 定 体 系 在 空间 的 位 置 的 * 个 量 。、 摘 格 朗 片 方程 的 外 形 与 这 样 
的 选择 无 关 , 因 而 在 这 种 意义 上 可 以 必 , 对 于 从 坐标 9 9:，… 到 
任何 另外 独立 晤 色 , ea … 的 变换 而 彰 , 拉 格 明 日 方 稳 不 变 ,新 坐 
标 @ 是 旧 举 标 9 的 画 数 , 并 且 这 种 选择 岂 是 许可 的 当 作 这 种 选 
摊 时 ,它们 之 癌 的 关系 还 显 合 时 前 ,名 所 说 的 是 变换 
= (Ab, 1) 
\ 肝 ,把 它们 时 做 点 变换 ) 。 
除 拉 格 朗 日 方程 虹 , 在 进行 变换 {45,1) 时 ,很 显然 还 有 哈密 申 


时 全 1 正 则 变换 TE9 





方程 (0， 小 地 保 皖 自 出 的 形式 。 然而 ， 哈密 晰 方程 在 实际 上 万 放 
蝎 务 辞 类 的 变换 。 这 上 月 然 是 因为 在 哈密 顿 方 法 中 ,站 量 2 像 学 标 
1 一样 , 也 赴 狠 交 变 量 的 作 有 用， 因此 变换 这 一 概念 可 以 霸 天 到 
包括 28 个 独 玄 变 若 六 和 7 到 新 的 灾 量 也 和 和 护 , 依 下 面 公式 的 变 
换 : , 
= py YD P= PP, Yt)o 2 
许 襄 灾 换 种 类 的 此 稀 扩 大 是 力学 的 险 密 颗 方 法 复 本 的 优点 之 ~…。 
然而 萎 邓 是 部 ,在 进行 任 瑟 形 如 445, 2) 的 变换 时 ,运动 万 程 铝 


持 站 已 的 正 有 形式 ， 班 在 我 们 来 求 变换 要 满 是 怎样 的 条 件 ， 才能 ， 


司 在 备 变 量 寺 ,总 时 运动 方程 失 有 下 列 形 式 ; 


本 -1 + 1 


式 中 姜 ” 十 - 条 的 哈 害 师 画 数 H'iP, Q) .能 作 到 这 点 的 变换 佑 
正则 变换 、 


可 入 下 新 的 步 岂 来 浆 得 正则 灾 换 公式 。 在 $43 未 尾 我 们 秆 


标 指 漠 , 只 客 和 方程 可 从 下面 形式 的 最 小 作用 天 原理 求 得 : 
Ep-Ha)-0 .45.4) 


插 昌 涵 汪 普 分 所 省 的 化 项 量 )。 . - 
为 下 重 淋 变量 户 和 和 也 注 症 哈 守 好 方 程 , 最 小 作 彤 景 原 再 


jj 会 PP di— A! dt)= 0 | 
革 寥 个 四 谨 河 成 灾 ， 汪 入 ,4 种 ( 东 ,四 中 的 惟 积 式 子 公 村 其 一 个 


举 标 ; 冲 妖 和 时 册 的 性 痘 光 数 二 的 邓 微 入 时 , (45; 人 和 (45, 国 这 天 
个 隔 全 作用 骨 康 再 于 签 效 ,这 时 两 个 积分 之 差 将 是 在 变 苍 时 不 起 
作 有 再 的 常量 (7 在 两 积分 限 下 的 考 )。 由 此 可 见 , 应 该 有 

Epa Ho- TPad— A'dttar, 
尾 何 正则 变换 ; 部 调和 月 已 的 所 让 变换 的 导 引 画 数 三 来 表征 。 被 上 


日 
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列 关 系 式 号 克 


dF mpdg ~ EPdad tH’'—H)d, (45,6) 
我 们 可 以 看 出 ， 
BF PP _ aF 
2 


这 时 假 党 导 引 两 数 了 是 已 知 的 新 旧 坐 标 (和 时 间 ) 的 尔 数 : 和 = 
= 五 (gq, Q, 分。 在 功 数 了 已 经 烙 出 的 畏 况 下 ， 臣 式 (45, 7) 建立 起 
旧 变 量 (2， 人 的 和 新 变 悬 (P, @) 之 并 的 关系 ,同时 还 烙 出 新 哈密 恒 
画 数 的 表 法 式 。 

” ”不 通过 变量 9 和 电 发 达 导 引 画 数 ， 而 通过 站 举 标 9 和 新 放量 
PP 来 表达 导 引 半数 可 能 会 方便 些 。 在 这 种 情况 下 , 为 了 要 推出 正 
剧变 措 仆 式 , 应 豆 在 关 桑 式 (45, 6) 中 进行 适当 的 惑 冬 得 尔 变换 。 
就 是 襄 , 把 它 履 写成 

z APHEPQ) =E Hdgt EQ AP HFH'— Hd, 

等 式 左边 微分 符号 下 的 式 子 当 通过 4 和 卫 下达 时 , 就 是 新 的 时 引 
两 数 。 用 更 (9 ,也 , 月 表 东 让 和亲 就 有 
二 


P= .80 Q = Fp- 证 = = 全 二- (45,8) 


天 类 似 的 力 法 可 得 谈 导 引 硬 数 仅 依赖 于 变量 pb 和 久 ， 或 考 仅 
依赖 于 bp 和 PP 的 正则 变换 去 式 。 

应 该 指出 ,新 旧 哈 密 顿 画 数 之 并 的 关系 ,永远 可 用 同一 种 方式 
表达 , 部 差 耳 ' 一 互 由 导 引 放 数 对 时 间 的 偏 微 商 烙 出 。 特 别 是 ,如 
杂 导 下 函数 不 依 冲 于 时 间 , 那 来 雯 /= 五 。 换 和 名 话费 , 要 在 这 种 情 





. @ 应 当 指 商 , 取 形 次 为 . 
= f(g, Ps 

约 导 下 画 数 后 ( 泸 中 卢 是 任意 丙 数 ) , 我 们 将 得 浏 全 新 学 标 全 一 (9, 站 的 变换 , 志郎 

基 使 新 香 标 只 用 间 坐 标 ( 但 下 用 冲 是 ) 来 过 这 的 变换 。 这 些 痢 是 点 变 二 ,官位 站 伏 是 正 

到 变换 的 特 际 形式 。 
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沈 ' 下 得 到 新 的 哈密 屈 耐 数 ， 只 须 把 在 六 中 的 量 了 4 用 新 变量 卫 ， 
来 表达 就 够 了 。 

下 用 灾 挽 的 三 泛 ;在 很 天 程度 上 已 使 哈密 琥 施 污 中 广义 坐标 
和 广泛 溃 最 概念 笑 失 其 原 她 意思。 婚 句 变换 (45,2) 使 得 三 ,总 中 
的 每 一 个 量 许 涧 坐 标 9， 又 局 证 瘟 史 联系 了 起 水， 那 末 变 重 名 就 
已 经 没 省 纯粹 空间 坐标 的 意义 了 。 两 组 变量 e 之 并 的 竹 别 , 某 本 上 
从 是 省 称 的 不 同 了 。 这 种 情形 非常 明 显 地 宪 吏 在 ,比方 设 ， 二 p;， 
P= -gC 的 变 澳 中 ,这 一 变换 量 然 不 改变 方程 的 正则 形式 , 而 仅 
仅 个 坐标 条 计量 互 搞 而 已 ,。 、 

由于 入 涤 是 息 定 的 ,在 哈密 顿 方 证 中 的 变 景 避 和 9 常常 得 称 
为 正 影 共 蓝 要。 

加 约 条 忻 , 训 用 拍 松 括号 来 表示 。 为 此 ,我 们 业 诅 明基 
于 党 检 丘 号 相 尘 正剧 变换 多 不 变性 的 普通 炬 理 。 

证 《for 是 了 和 7 的 泊 松 括 导 ,， 着 且 在 荆 中 是 对 变量 2 和 
9 进行 微分 ,而 {7g} =。 是 对 正 其 变量 已 和 驴 来 微 人 的 消失 揪 导 。 
蓝 未 








{fg)s,0= (fg) p,0e (45,9) 

应 用 正 盈 变换 下 式 进 行 查 接 运 算 , 可 以 诈 实 这 一 关 肝 式 的 正 
确 性 。 但 也 可 以 不 进行 运算 而 只 用 下 匡 的 计 答 来 证 实 。 

首先 可 以 乔 出 ,在 正则 变换 ( 引 , 站 或 (46,8) 中 ,时 间 起 并 参量 

的 作用 。 因 此 如 果 我 们 能 证 明定 理 (45,9) 对 不 盏 接 依 右 于 时 加 的 

量 是 正 稀 的 话 , 那 末 它 在 一 般 情 况 下 ;也 是 正确 的 。 现 在 我 全 纯粹 

形式 地 把 重 9 禾 戌 基 一 假想 体系 的 哈密 下 责 数 。 根 据 剑 式 (42,1)， 

这 于 《79)p,4 一 27 Qt。 担 微 商 27 /df 只 可 能 与 (我 们 假想 体系 的 ) 

运动 福 疆 有 关 , 而 与 变量 的 选择 无 关 。 因此 ,从 一 租 变 量变 换 到 如 


信息 里 是 中 措 广义 ; 症 量 神 广 党 开标 两 灯 变 量 一 -- 部 者 注 。 
全 度 当 撕 翰 ， 此 亚 摘 加 应 于 导 吉 许 狐 五 一 > Tidio 
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一 般 变 量 时 ,; 泊 松 括 号 也 不 可 能 改变 。 

由 到 式 (49,18) 和 定理 <45, 引 可 得 ， 

{We} na = 0, {PPr} ps"™—0, 《ep 一 Ba。 “和 TD) 

迷 就 是 应 用 泊 松 揪 号 所 写 出 的 , 为 了 使 变换 p,g-> 站 ,外 为 
正 有 变换 靳 变量 所 必须 议 足 的 条 件 。 

值得 指出 ,就 是 在 运动 中 , 量 p, 4 的 改变 也 可 洒 作 正 其 变换 。 
就 一 看 法 的 意思 加 下 , 廊 %:,41 是 正则 变量 在 时 草 t 的 念 , 而 1 ;， 
如: 是 它们 在 另 一 时 刻 1+Y 的 值 ， 后 考 力 是 前 者 (以 及 作为 大 局 
的 并 隔 了 的 大 小 ) 的 某 种 除数 : 

dtr = Des FT) Prrr= Gy Pey T)o 

如 果 把 这 些 公 式 酒 成 从 变量 4, Pp 到 变量 i+i， pezs 的 变换 ， 吕 水 
这 将 是 正 册 变换 。 训 实 上 , 晤 qi47; ptr 像 变 量 0 2 一样 测 电 正 
出 方程 ,它们 之 间 的 差别 ,仅仅 在 于 时 间 计 算 起 点 不 辣 。 





46， 刘 凤 定理 

为 了 使 力学 现象 能 得 到 几何 上 的 解释 ,常常 应 用 所 毅 相 空间 
.这 一 概念 , 相 容 两 就 是 25 多 空间 ,体系 的 3 个 广义 坐标 值 和 i * 个 
广义 冲 量 值 安 放 在 它 的 坐标 轴 上 。 空 间 的 每 一 点 都 对 应 六 力学 体 
条 的 确定 状态 。 当 体 采 运动 时 , 表示 它 的 相 点 在 相 空 间 中 遂 出 一 
道 交 来 ,这 各 时 做 相 属 进 。 . 

棋 分 的 生 积 

他 太一 4d9: 他 Ge 人 GD 

可 看 作 相 空间 的 “体积 元 "。 现 在 我 们 举 研 究 积分 | 0， 小 是 对 相 
空间 某 一 区 域 的 积 牙 , 它 帮 示 蔽 区 域 的 体积 。 我 们 率直 明 ,这 一 数 
最 有 相对 正 弄 变换 的 不 变性 的 性 质 ， 郎 如果 进 行 从 变 景 p,4 到 
了 ,8 的 正骨 变换 , 潮 末 2 9 空间 和 忆 @ 空 闻 的 对 应 区 城 体 积 


L$ bi 刘 亲 宝江 2 
可 1: 


| ja ys dp, |， dt APs AP, (46,1) 
大 家 者 知道 ,在 重 积 分 中 的 变量 的 变换 入 ' 下 而 公式 进行 : 
| " fa " “do dpP, ie dP,= | | Ea + hy, tp, “+ 0 


E= 呈 4 
D9, Pe .60 


KG 
是 凯 请 变换 的 路 可 比 式 。 因 此 ,证 明定 理 (46,T1 时 秋 为 评 明 束 革 
家 换 的 中 可比 式 等 于 工 , 即 
D=1. (46,3, 
我 笠 求 应 用 已 知 的 雅 林 比 式 的 一 个 性 昨 , 冯 在 某 促 意义 上 ,可 
泡 猴 可 上 比 式 看 玻 分 式 的 这 种 性 质 。 用 et 天 让: “ 际 笋 
子 和 [分 由 ”我 俩 便 得 到 


Do QQ, Pr by) /Bld Psiipe) 
Og Pi) Bm, Psy 


根据 用 可 比 式 的 妨 一 个 大 家 知道 的 提 居 ,名 加 时 在 维 可 玉 式 的 “ 筋 
于 有 | 从 全 "中 出 更 同样 的 量 时 ,外 可 址 式 可 化 成 变量 几 灾 的 牙 末 





是 。 因此 
at pp， 六 ) 1 
“ 和 | 


(lq, 0) By 7 PO) vg 


入 倍 来 研究 一 下 中式 区 子 中 的 罪 可 比 式 、， 控 定义 , 这 是 一 个 
由 泡 洒 O81'2gs 《第 2 行 和 第 万 到 的 元 来 : 扶 钥 成 的 : 阶 行列 式 。 
借 盈 基 ( 后 8) 形式 于 的 导 引 条 数 画 49， 已 来 作 一 全 正 划 变 换 , 我 


位 海 汉 : 
ee _ 2 


De oor dP 
以 国 样 的 方式 可 求 得 式 (4 失 , 由 分红 的 行 痢 式 的 2 上 元 洪 等 于 
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2 下 /38gBPx 。 这 就 是 说 ,两 个 行列 式 的 差别 , 公 忆 在 于 把 行 换 成 刘 
和 把 烈 换 成 行 。 因 此 宅 们 相等 ,于 是 关系 式 (46, 必 等 于 于 , 这 就 是 
所 要 的 证 明 。 

现在 收 我 们 想 懈 相 空 间 中 一 小 区 城 ,其 中 每 一 点 都 在 按 所 研 - 
究 力 学 体系 的 运动 方程 随时 移动 。 这 样 一 来 , 整个 区 域 也 都 将 移 
动 。 但 这 时 世 的 体积 是 不 变 的 : 


Jar= 常数 。 (46,0) 
东 一 尚 资 ( 朗 所 谓 刘 次 定 理 ) 可 寞 接 从 杠 体 积 在 正 出 变换 时 的 不 变 
性 , 以 及 在 运动 中 p; 9 的 改变 也 可 看 作 正 姑 变 换 (上 节 来 屁 已 指 
出 7 这 一 点 得 出 。 
骨 寺 至 类 伺 的 方法 可 萄 明 积分 
人 低 Qo Di 


ja da, dp Ags dpe, 
药 不 变性 ,其 中 积分 是 治 着 相 空 冰 中 的 二 杂 , 相 共 ，…… 的 禾 来 进 
行 的 。 ， 


$47. 险 窗 额 - 唆 可 比方 程 
在 名 和 中 全 引入 了 坐标 和 时 间 的 菌 数 的 作用 最 的 概念 。 我 
得 也 指出 过 ,这 一 秦 数 5(9, 介 对 时 漳 的 迟 微 次 和 哈密 丑 现 数 间 有 
关系 式 
dS 


“ -机 一 一 -小 五， 力 ， 0) =0, 


而 它 对 坐标 的 慨 微 南 等 于 冲 量 ，。 拒 哈密 顿 夯 数 中 的 冲 拔 依 此 挽 
了 蕊 向 商 865/99,- 我 们 便 得 到 方程 


L§ #7] 险 关 刻 - 熙 机 些 帮 和 EL 





A 89 a . _ 
tH(g, 的 pp 7 1 Bqs )=0, 47,7) 


画 数 tc 六 应 满 足 这 一 方程 。 这 是 一 航 人 局 微 耸 方程 ; 它 叫 佑 哈密 
瑚 - 雅 可 比方 程 。 

除 拉 禾 裔 日 互 程 禾 正 区 方程 外 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 记 是 税 引 
证 动 方程 的 一 个 音 通 方 让 的 基础 。 

在 评述 这 一 方法 之 前 :我 倍 痊 先 插 示 一 点 ,就 是 任何 一 般 伍 微 
分 方程 都 有 一 全 依 顿 于 一 个 任意 画 数 的 解 ,这 个 解 时 做 方程 的 赣 
到 积分。 然而 , 在 力学 的 应 用 中 , 起 主要 作用 的 村 不 是 险 密 井中 
可 上 比方 程 的 普 逼 积分 ,而 是 党 的 完 人 厅 积 分 ,这 个 积分 是 恨 微 苍 让 
程 的 解 , 它 合 有 的 任意 常量 的 数目 , 和 方程 中 独立 变量 的 数目 帮 
同 . 
在 哈密 本 - 收 可 比方 程 中 ,时 间 和 坐标 是 独立 变 景 ， 因 上 星 对 8 
个 自 册 度 的 体 双 而 次 ,这 方程 的 完全 积 牙 应 舍 有 8-+ 工 个 任意 常数 。 
在 这 和 祁 往 况 下 ,出 于 画 数 总 发 忆 以 月 己 的 微调 存在 于 堪 程 中 因此 
完全 各 分 的 任意 常数 里 ,有 一 个 常数 应 访 以 相 加 的 方式 出 更 ,也 就 
是 说 ,哈密 起 -~- 雅 可 比方 程 的 完全 积分 共有 下 齐 形 式 : 

一 六 人 人 一 (47 ,2) 

其 中 上 py 和 4 是 尾 莫 常数 吓 。 


a 





证 昌 然 愉 窜 福 - 准 可 比 万 程 的 普 吝 名 号 滞 我 全 尖 襄 过 下 普 要 ， 记 我 和 指出 ,如 归 
已 知 : 富 全 丙 寻 的 库 , 就 能 够 来 出 它 。 为 此 我 司 申 为 基 工 基 其 他 入 数 的 任 浴 醒 数 : 
和 直人 

根据 4 个 条 合 a 
oct 

用 汲 寻 和 了 时间 的 机 效 求 代 过 vi， 我 们 得 到 的 依 站 于 任 浴 国 数 A (01， 区 形式 的 

属 带 积 壬 。 贞 活 上 ,于 出 此 得 型 的 闻 闫 3, 我 们 有 

EA 
而 C3572006 满 星 星 希 旺 - 牙 机 比 洒 程 ， 因为 根据 假定 ， Stb 8 9) 十 这 方程 的 完全 积 
秀 。 所 以 做 向 05/0g; 也 满足 哈密 创 - 著 可 比方 程 。 : 


2 如， 
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-一 一 一 一 一 一 一 一 一 .一 一 - 


现在 我 们 来 考查 哈密 中 -路 可 比 廊 程 的 完 ; 友 积 务 和 我们 威 兴 
孝 的 运动 方程 的 解 之 岩 的 关系 。 为 此 , 我 们 进行 由 量 9, 2 科 新 变 
量 的 正 风 变换 ,并 选 7Gt go 作为 导 强 函数 ,而 选 量 四 ， aa ww 
作为 新 冲 量 。 新 坐标 我 们 用 B,， B82。，…, 6, 疼 东 。 由 于 尽 引 两 数 
| 因 和 渤 我 位 应 该 应 用 仅 式 (45,8): 





艇 然 枉 数 二 是 牛山 大- 绯 可 下 方才 那 未 我 们 可 以 看 出 , 新 
哈 宕 恒 画 数 恒 等 于 零 : 
AH'= =H+ 人 = FH 0， 


扬 坟 新 变量 的 正 莽 方程 有 ww 一 0 B=0 的 形式 ， 出 此 可 得 
| ni 一 常数 ， 有 一 常数 。 (47,3) 
易 一 方面 个 方程 | 


太 答 用 时 且 和 i 28 个 常 归 a 及 有 米 表 示 s 个 坐标 提供 了 可 能 。 因 
此 我 们 便 求 得 适 动 方程 的 昔 遍 积分。 

由 上 距 可 见 , 应 用 蛤 安顿 - - 验 可 于 方法 来 解决 力学 体系 运动 的 阳 
题 , 归 娃 为 如 下 的 运 筑 ， 

模 据 哈 密 屯 全 数 写 出 哈密 如 -路 可 比方 程 , 求 得 中方 程 的 完全 
积分 t47,3) 。 对 任意 常数 wx 微分 它 ,并 使 之 等 于 新 的 常数 8, 这 和 样 
就 得 到 3 个 代表 方程 的 方程 租 
2 一 Bi (47,4) 
解 这 方程 组 ， 我 们 就 得 到 作为 时 间 和 2s 个 任意 常数 的 男 数 的 华 标 
9。 然 后 冲 量 对 时 间 的 依 烽 关 系 可 由 方程 一 8878g 求 等。 

如 果 我 们 有 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 不 完 邓 积分 , 它 记 依赖 的 性 
总 迪 数 洒 于 * 个 , 那 未 虽然 我 们 不 能 用 它 求 得 到 运动 方 强 的 普 逼 


! 和 9 驴 区 蕉 攻 Wd 





积分 ， 但 是 可 使 求 一 般 积 分 的 问题 简化 。 各 各 说 ;如果 已 知 全 有 一 
个 任意 活 数 a 的 加 数 性 , 那 未 关 某 式 


ON 
Cr 一 常数 


粹 出 一 个 联 季 9 0 和 “的 方程 。 
如 果 丙 数 玉 本 明明 地 依 葡 于 时 章 ， 下 就 是 向 体系 第 铝 二 的 ， 
和 未 险 窗 申 -~- 路 可 比方 程 特 取 更 简 办 一 些 的 形式 。 议 时 ,作用 捷 对 
于 讨 毅 的 依 困 关 际 妇 辕 为 加 上 一 五 !, 多 - 
S=So0'0) 一 了 CAE) 
昂 $ 4 代入 (47,1) ,我 们 得 到 对 于 贸 焉 了 的 作用 是 名 和 
党 里 - 引 可 此 方程 





EE ja 
H(g,, » es Ey! eo. Es, Wo 
5 由 ， 分 离 变 量 


本 条 询 重要 的 慷 况 下 ,哈密 镶 - 雅 可 此 方程 的 完全 积 旭 . 可 
用 分 离 变量 的 方法 求 得 ,这 一 方法 的 实质 如 下 。 

假定 议 , 在 哈密 嘲 - 雅 可 比方 程 里 , 蘑 一 华 标 ! 我 们 时 v 发 
示 尼 ) 及 与 之 相应 的 微 商 268.89.， 仅 以 菜 种 粗 合 p(g，- 癌 从! 
式 出 现 ,而 这 种 扔 合 中 并 不 包含 其 他 吾 标 :或 时 间 ) 和 徽 帘 ,也 就 是 
说, 方程 具有 下 蓝 形 式 :， 


gly, ¥， 和 1 p(s =0, 【49 


其 中 用 及 事 示 陈 负 外 其 余 所 有 持 标 的 集合 、 
诈 这 各 情况 下 ;我们 将 导 求 下 面 形式 的 解 : 
S=S 18 区 十 (的 >。 {46 ,2 
把 此 式 代 入 力 程 (48,1) 便 得 到 > 


法 
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。 aN 2 ds 

| Vlg 0 (8,3) 
假定 可 和 解 (48, 2) 已 找到 了 。 那 来 把 它 代 天方 入 (48, 3) 后 , 方程 


(48,3) 就 应 变 成 恒等式 ,而 这 一 恒等式 在 9: 为 任何 值 时 都 是 正确 . 


的。 但 是 当 Hh 变化 时 , 只 有 画 数 yg 可 能 变化 , 因此 等 式 (483, 3 的 
恒 等 性 要 求 醒 数 w 本 身 是 常数 。 于 是 , 万 程 (48, 8 就 分 成 了 两 个 
为 程 : . . 
pg i ) = (48,4) 


Gjgt 9 使-， ,| =0， = (48,8) 


其 中 oa 是 任意 常数 。 土 而 第 一 个 是 常 徽 众 万 程 , 医 数 8(g) 可 由 


巧 经 过 简 单 的 积 牙 玲 出 。 此 后 证 笠 下 偏向 分 方程 (48， 5 伍 其 中 
独立 奏 量 的 数目 已 汉 少 了 。 

如 果 能 用 这 逢 方法 分 离 所 有 s 个 坐 球 和 和 时间 , 那 末 求 哈密 
类-- 雅 可 比方 程 的 完全 雏 耸 就 全 部 化 为 求 积 了 。 对 保守 体系 而 
萌 , 实 际 上 只 要 在 方程 \d47:6) 中 分 离 8 个 自 变 量 ( 坐 标 ) ,在 完 妈 分 
玖 的 情况 下 ,所 要 求 的 方程 的 积分 具有 下 草 形 式 : 

S=— DSr(gs; oa oo) — Ba -ot, (48,6) 
寺中 , 每 个 西数 Br 上 只 依 厌 于 一 个 举 标 ， 能 量 总 刚 是 尾 意 常数 四 ， 
pm 的 画 数 , 抬 So 一 三 3 代 久 方程 (47,6) ,就 可 求 得 它 。 

循环 变量 的 情况 是 从 高 变量 的 特殊 情况 。 循 环 坐 栎 让 不 显 

含 在 哈密 碟 夯 数 中 ,因而 也 就 不 显 含 在 哈密 想 - 牙 可 比方 程 中 。 


这 时 画 数 (各, -癌变 为 38139:; 而 由 方程 (48, 4) 很 容易 得 出 


Si1=01, 于 是 . 
: S=S'(g, og 。 . {45,7) 


这 时 常数 a 不 是 别 的 ,而 焉 是 对 应 于 循环 坐标 的 诈 量 p41 一 93/9gqs 
的 宫 数 值 。 记 当 注意 ,对 保守 系统 而 车 , 抬 时 间 分 离 碾 一 i 的 形 


本 


bb 


L$ 493] 劳 高 亚 基 1 


式 吓 对 “循环 变量 ”1 的 分 痪 变量 的 方法 。 

了 此 可 昂 , 在 哈密 稳 - 雅 可 比 力 程 中 分 高 变量 ; 包括 了 以 前 我 
”和 们 厂 究 过 的 以 应 用 循环 变 车 为 直 确 的 各 祁 简 化 运动 万 程 的 情况 。 
现在 还 可 声 添 一 系列 的 怖 况 : 邹 合 举 标 不 是 循环 的 ,分 离 变量 也 仿 
乓 可 能 。 这 一 切 郡 事 明 ,哈密 是 -中 可比 的 方法 是 求 一 般 和 运动 廊 给 
莹 积分 最 有 力 的 方法 。 : 

为 了 在 陪 密 起 i~- 牙 本 比 方程 中 分离 变 攻 ,适当 地 选择 坐标 具 
有 决定 性 的 意义 。 我 们 来 研究 在 各 秋 坐 标 中 分 认 变量 的 儿 个 馈 
子 , 由 于 它们 和 里 点 在 各 种 不 同 外 场 中 运动 的 问题 有 美 ,从 此 只 有 
物理 意义 。 

1. ee 在 (7, 2, 1 从 标 中 ， 哈 害 额 画 数 





1 we! 十 去 二 可 )+DGr 0 1 FP), 
| 人 elm) 
如 外 一 a(n) 十 局 TT dir 


就 可 分离 变量 , 式 中 &(7)， 5 ; tp) 是 性 意 画 数 。 旺 式 事 后 一 
项 并 履 有 物理 意 疼 , 因 上 旺 我 和 由 只 研究 下 面 形 式 的 场 : 
| Ua(r) + (43, 8) 
补习 吕 下 画 数 So 的 哈密 由 - 雅 林 比方 恕 是 


(0) For) i | Se) + 2mb (0) |+ 


To i Sno 人 2 = 。 

. 考虑 到 坐标 多 全 未 的 站 语 米 守 冰 了 国 形 并 的 解 
Do~ PrP DT) + N20), 

鸡 于 画 数 st) 入 st 我 们 得 到 方程 


2) tamd (0) + ty =, 





yy 


300 平 则 闻 徇 2 


1 Co 


Gn 


积分 这 两 个 方程 ,最 后 可 和 
S=— Bi pg- + YB-—2m5(0) — i 人 4 








= 十 如 (人 十 二 二 EE。 


+ VantBalr)]— 和 dr (48,0) 


2 B; 加 在 这 里 是 全 辣 常数 ,对 它们 来 徽 入 .上 式 , 半 使 竺 果 等 于 新 

的 常数 ,我 们 可 得 到 运动 方程 的 普通 积 分 。 

2， 括 物 线 坐 妹 。 从 了 病 柱 坐标 (本 节 中 我 们 用 p ,PP ,x 来 囊 赤 
它 ) 到 搜 易 线 举 标 5, 2 % 的 这 下 是 依据 公式 


4 一 (0) p= NE (48,10) 


演进 行 的 。 坐 标志 和 9 条 叹 从 需 到 cc 的 一 切 值 ， 容易 证 实 志 和 六 
为 常量 的 曲面 是 两 族 旋 转 霹 物 面 在册 是 对 称 轴 )。 引 久生 径 


下 这 ， 
二 tp = 苗 导 十 四， (48,11) 
还 可 把 关系 式 (48,10) 秦 成 另 一 种 形式 。 鞠 时 
二 扩 十 2， 和 一 六 一 和。 (48,12) 


我 们 来 建立 质点 在 坐标 £， 9; 9 中 的 控 烙 衣 日 男 数 。 对 时 间 
锥 分 式 C8,10) ,并 代入 
(+ pp 2) Up, 9， 2) 
(国术 全 标 中 的 狂 牛 和 日 两 数 ) ,我 们 便 得 到 - 
LETNG + ) + UE m9) (48.13) 
. 神 量 为 
pe = 下 (E+ Ey po 合作 二 由利 pe= mEng, 
而 哈密 额 丽 数 


1 3 喇 而 8 隐 最 3 


Hs-2. 2 pt 上 各 


十 me 
年 这 种 坐标 中 ,物理 芋 有 章 六 的 分 险要 量 的 情 划 全 本 下 区 


形式 的 位 能 ; 
yO TBO ert th 
+ 2 ” 
演 站 1 程 


性 ， > oa: 了 t ny 
mt 十 mL (Ca £) (a7) me 2 p | 


ole md 
十 


御 环 从 标 名 Pum 的 形式 他 出 ， 锐 开 各 二 以 Tt 4 
省 项 , 恒 可 得 到 


、 
= 
- 对 


,a8 A WE EE 

ED EO 
Fm — nr 1- 四 

假定 So=pp +t HE SN), 


由 可 得 两 个 方程 
2 Se) 十 人 让 Ei Ee 二 区 一 8， ~ 





2 2) mb mt 四- 及 ， 
积分 这 两 个 方 程 ,最 后 可 得 
1 本 风 a ma{te)y Fa 了 
B= ~ Et- pp WA -A tt 


2 2 £ 
nt mB 有 pb i } 四 
+| 了 Ry 2 A dn, : 1 入， 上 


式 中 p18, 加 是 任意 常数 。 
3. 杭 图 坐标 ,根据 公式 
po ELT, so (4 .147 
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引 太 这 种 举 标 ,9,9 。 常 量 oa 是 次 摸 参 鞭 。 华 标的 数 入 可 从 

1 变 测 oo, 而 坐标 区 从 一 到 十 1 。 和 假定 在 朝 上 各 和 如 两 

点 的 举 标 为 <=0 及 z= 一 oC ,如果 引信 到 达 两 点 的 距离 六 和 7: 
Pi CosTp, r= (Go pp?, 

肥 我 们 能 够 得 到 几何 意义 此 粮 明 显 的 关系 式 。 把 (48,17) 代 入 此 二 


式 可 得 
. role—7n), rol tn), 


YY 十 加 1 二 3 人 4 
上 一 Dr 2 “ W800) 


把 拉 格 负 昌 本 数 从 图 柱 坐 标 变 澳 到 柳 历 坐标 中 去 ,可 求 得 
Wa 号 
L= 人 -四 (二 + + 
+ ED (LG DE, n, 9) (48,19) 
由 此 得 到 哈密 镶 男 小 
gr Dot (Lt 
上 (TD 人 六。 (48,20) 
物理 上 有 部 义 的 从 离 变 量 的 情况 相应 于 位 能 
在 一 a 十 2 2 2 “11 ™, 
从 -入 和 (各 ee 


一 这 


式 中 zl6) 和 7) 是 任意 图 数 。 在 哈 知 里 -路 可 比方 程 中 分 次 实 
最 所 得 的 苦果 是 
D5=— Ei+pp + | VamosB+e- Sm a(e) Psat 


一 二 (8 1)° 








ye B+2mob (rn) ， 
+ [V2mo:n 一 i 一 Ty tori (48 了 22) 
@ 等 上 的 曲面 是 具 A1, ds 为 能 点 的 祖 面 让 
Sa pa TS— 1} 一 工 ， 
好 了 的 曲面 是 有 柯 局 信 点 的 双 曲 面 族 
EO a 5) = 1。 





必 秦 变 董 


补 题 


1， 就 或 粒子 在 堵 


U= Fs 
{ 指 命 当 和 坞 二] 璃 后 合成) 趾 运 动 的 哈密 巾 - 收 可 比方 程 的 完全 积分 。 
于 个 场 必 于 (43,15) 的 类 型 ,并且 


1 一 ae 一 后 tn) = 二 人 2。 
蕉 所 公式 人 8 全 








可 求 得 
3 一 I tj ov 人 -一 起 SE d+ 


:| mE + 1 dn 
起 中 pp 了 ;上 是 任意 带 束 。 带 数 8 在 更 在 的 情况 下 有 确定 的 窟 多 ; 它 反 眶 
Ba | + ‘(pp— op | 一 了 Dp? 
这 个 量 ! 洲 字 准 标 宙 社 量 的 加 值 疼 数 ; 移 和 守 粮 。 六 括号 里 的 式 了 是 只 育 店 请 
里 存在 时 的 运动 积分 ( 现 § 19， 
2. 条 .上 颌 ,但 场 的 侯 衣 


了 斌 主 ， 
[ 科 = -过 路 - - 
Li Fa 


(两 个 相距 25 的 静 正 由 心 的 库 俞 更 ) 。 
解 ; 这 个 场 属 乎 人 48)2t 的 类 昏 , 井 也 








所 ”55 
a = ts biny = 
根据 公式 人 22) 可 求 得 
一 BB— 2mo [x en) t ke | - 
入 一 一 3 名 名 人 
Et+pepr [yf 2 十 一 一 一 2 ce 93 洪 十 


+ [WY2mosF 8+3 St A 
常数 8 在 现在 询 情 况 下 瓦 纳 
所 二 : p23 — 





M34 dno Co eos BL ts QOS Dz) 
这 个 痢 的 守恒 式 中 型 是 粒子 的 总 冲 量 算 ; 页 和 如 图 55 所 未。 


El 正 旭 方 引 [L 第 - 恒 全 


§ 9， 亲 执 不 变量 
我 们 水 研 综 由 此 参量 X 所 描述 的 各: 一 厅 有 限 运 动 的 力学 体 
系 , 套 研 和 这 定 体系 本 身 或 体 系 所 处 的 外 辟 的 性 览 ， 
氢 定 丽 , 驮 量 2 在 革 种 外 因 影 响 于 随 寺 前 焰 慢 二 /通常 阅 焰 技 
带 ;变化 “ 权 包 "变化 是 提 在 体系 运动 周 归 开 时间 内 ,变化 很 小 
太 于 各 变化 , 邵 
TA 本 


这 个 笨 系 不 是 封 阳 的 , 农 的 能 最 不 守 恰 。 伍 由 于 入 变化 的 多 
宴 , 因而 可 以 相信 , 能 量变 化 的 沁 诬 吾 是 与 难 量 变化 的 速度 密 底 
比例 的 。 这 就 意味 着 在 》 变化 时 ， 能 量 吾 是 套 量 ) 的 某 种 画 数 。 
换 蚀 记号 ,就 是 有 召 和 的 这 种 租 合 存在 ， 它 在 体系 运动 的 寺 程 中 
保守 不在。 这 种 组合 称 为 稳 热 不 变量 ， 
” 朗 卫 ip, 93 2) 是 体 采 的 哈密 籽 画 数 , 它 依 赖 于 参量 和 。 按 怪 
式 ( 和 ,后 ,体系 能 量 对 时 油 的 杂 徽 商 S 是 


BE _8H __ eH dh 
A 


我 油 案 炒 此 等 式 在 运动 周期 内 的 平均 , 者 虚 到 变化 很 乾 ( 同 时 
实 化 入 很 慢 ) ,可 移 到 于 雹 的 符号 外 和 面 : 


I 


而 被 乎 的 夯 数 3 五 /2 中 只 把 2 和 ,大 作 变 量 ,入 不 看 作 变 重 。 措 人 名 
活 这 ,平均 是 对 体系 在 入 为 杀 定 常数 人 的 条 件 下 的 运动 六 进行 的 。 
把 将 均值 写 碾 明 显 的 形式 
要 -人 直 强 
a Nl a 
根据 哈密 昌 方 程 9 二 9 上 H/8p 我 例 有 


dt, 


L§ #49]. 尊 沾 不 变 姐 205 


OO 





应 用 波 一 等 式 ,我 们 把 对 时 间 的 积分 换 为 对 坐标 的 积分 ,关上 找 局 其 
Y 写成 


1 ,fdg 
1 = |， $a 
2p 
符号 上 是 表示 对 举 标 在 一 周期 内 的 浆 个 变化 (“向 前 “各 "向 后 ) 
的 积分 年 。 央 此 
ig 


dE dh Pamap 9 


I 0 一 一 。 


a /dp 
已 经 指出 过 ， 这 公式 内 的 积分 应 该 沿 著 和 为 糖 定常 数 仿 的 运 
荔 和 性 漆 进行， 沿革 这 样 的 轨道 ,哈密 上 富 面 数 保 持 不 变 的 数 稍 三, 坏 
证 量 如 是 华 才 变 量 4 和 两 个 未 恋 的 独立 容量 上 及 和 的 确定 的 网 
数 、。 把 名 说 滞 成 硬 数 piq: 玉 .六 ) ,对 宏 量 入 徽 作 锋 式 芋 (p19;%} 一 


(2) 


ol ol .CP 0 
6 ep Oh 

“AH 2p 

把 此 式 代入 (49:23 的 积 驴 中 ,把 下 面积 分 中 的 稚 积 汕 数 办 世 


Op: oF, 使 有 有 


EP l 

. - -Li . 

A 四 ba (dL 可 

人 | 
ab 


DD 和 条 信友 的 运 训 是 塌 可 ,机 基 个 环 骨 就 其 所 标 2 那 来 对 i 的 积 作 有 岂 申 注 
"整个 一 肯 ” 名 其 开镜 2325 来 进行 。 | 
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| Bp BE ,pdAN,, 
或 人 名 St 镶 at/ 0 
这 等 式 最 后 可 改写 戌 ， 
ar ， 
i 一 心 ， (49,4) 
式 中 了 由 示 梁 尹 和 为 奏 定 之 运动 轨道 的 积分 
I hp dg (49,65) 


这 个 车 果 表 上 明 ， 汉 珍 量 改变 时 ,在 所 讨论 的 近 候 情 现 下 了 是 常 
其 ; 郎 工 是 狗 热 不 变量 人 。 

重 了 用 是 居 系 能 量 ( 和 和 密 量 j 的 西数 。 我 偶 指 出 ， 对 部 量 的 
梳 微 贾 


[部 ( 失 ,3) 妇 县 中 的 积分 ] 是 体系 运动 的 周期 


BT 


如果 应 用 体系 相 鸭 道 的 概念 ， 旭 可 以 给 这 积分 以 明显 的 几何 
意义 在 现在 这 种 情况 下 《一 个 自由 度 )， 和 空间 是 二 维 坐 标 系 2， 
4， 而 作 有 周期 运动 的 体系 的 相 珊 道 悬 这 个 平面 上 的 封 用 上 曲 缠 , 泊 着 
这 条 曲线 所 取 的 积分 (49,5) ,是 茧 曲线 所 包 覃 着 前面 积 。 很 明显 ， 
它 可 写成 等 效 的 曲 粮 积 秀 ， 


4 一 一 豆 : ac 
或 者 对 面积 的 二 重 积分 


“作为 一 个 例子 , 我 们 亲 确 定 一 杂 振 子 的 绞 执 不 变量 。 罕 的 哈 害 顿 
一 数 - 


中 可 以 证 网,T 和 常 北 值 的 区 向 是 一 个 消 数 性 的 小 量 [ 郊 果 障 数 和 ( 介 浸 有 奇 点 ]。 
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rr 








式 中 心 是 振子 的 固有 关 率 。 相 吉首 方 竹 由 能 基 守 恒定 律 囊 (p, 信 一 
一 输出 ,这 是 以 MB 和 ~ 2657707 为 个 堤 的 粮 回 , 它 的 而 
积 ( 除 以 2z) 


I= 闻 。 (49,7) 
此 量 的 息 热 不 变性 宦 际 着 , 当 拔 子 的 参 最 变化 很 稳 慢 时 ,部 量 


和 频 玲 成 正比 。 

借助 于 量 - 了 ,可 凡 答 出 圭 于 体系 《参量 是 不 变 的 ) 运 到 方程 新 
选 工 作为 新 证 量 ， 作 变量 pm 2 的 正 是 变 痪 。 这 时 导 引 夯 数 
庶 该 是 器 为 9 和 了 工 的 画 数 的 攻 短 了 的 作用 最” 。 事 实 上 ,在 体 
系 能 重 葵 定 的 情况 下 ，5oa 可 以 被 旬 定 。 也 在 者 并 体系 中 , 工 只 是 
能 量 汐 画 数 ;因此 5a 一 定 能 喜 达 各 夯 数 wot9: 2 的 形 埃 ， 仿 氢 商 


Bn YY 人 二 EN 2 


Om (9， 了 ) 

一 (49,8) 
这 个 等 式 与 正剧 变换 (名 ,8) 的 第 一 个 至 式 棚 符合。 第 二 个 公式 笛 
定 莉 -学 标 失 我 们 用 双 素 示 孙 它 ) 


wg (49,9) 


变 且 了 各 称 为 正则 变量 , 并 日 工 称 为 作 尿 变量， 而 w 称 为 角 变 
: - 
弃 然 导 引 砍 数 SoCg, 7) 不 明显 地 依赖 于 时 泣 ，, 屠 未 新 的 哈 峰 
叔 [ 画 数 A7' 等 于 用 新 变量 表 法 的 但 哈密 顿 面 数 瑟 。 换 称 话 订 ，H' 
是 家 为 作用 变量 夯 数 瑟 (I) 的 能 量 。 正 肥 变 重 的 哈密 顿 方程 分 别 
为 


2 正则 方程 [ 妙 七 章 了 


rr 一 -一 一 一 一 一 -一 一 


i=0, = 2 (49,10) 


正如 像 应 当 有 的 一 样 ,从 第 一 个 方程 得 到 了 = 常数 , 于 是 除 能 
量 外 , 量 工 并 是 常数 , 从 第 二 个 方程 可 有 出 ， 角 变 量 是 时 赔 的 闭 性 
画 数 : 
wo- 4 十 常 数 。 (49.11) 
作用 量 Sotg,7) 是 化 榴 的 非 单 值 丙 数 。 每 经 过 一 周期 ,这 个 
画 数 并 不 巡回 到 原 米 的 数值 ,而 得 测 增 量 


ASo= OF， (9,32) 

这 由 公式 560= pag 及 定义 (49 .可 可 看 出。 在 同样 的 时 间 内 ， 角 
变 基 也 因此 慕 得 增 攻 本 

La0= 了 2 -条 486o=2m (49.19) 


[这 可 间接 应 用 下 式 (49,1) 及 周期 的 家 达 式 (各,6) 来 证 实 ]。 

相反 的 ,如 果 我 们 用 正 姑 变量 来 潍 东 9 和 [或 寂 习 的 尾 何尝 
值 丁 数 了 Cp, 9)1, 那 未 在 w 改变 2x 时 ,这些 画 数 将 不 改变 衣 乌 
的 数值 (在 狂 定 了 的 情况 下 ) 。 换 和 划 话 就, 用 正则 变量 来 表达 的 任 
_ 何 一 个 四 值 责 数 六 (p49) 都 古 也 的 周期 画 数 ,而 周期 等 于 27。 


5 50， 多 办 运动 的 一 般 考 质 
我 从 现在 来 研究 作 有 限 运 动 ( 对 所 有 的 坐标 来 说 ) 的 凶 自 出 度 
” 钵 蒜 。 假 省 这 时 闻 题 充 许 接 险 赛 李 - 牙 可 圭 方 法 完全 分 离 变量. 这 
就 是 语 ; 通 过 话 当 的 坐标 选择 ,新 短 了 的 作用 量 将 是 
Sy 一 > (9 , (BO0,1) 
并 且 沁 由 的 每 个 丽 数 都 只 依赖 于 一 个 坐标 。 
获 然 厂区 吓 量 是 


C$ Sa; 多 灿 送 沿 前 - 六 :福光 208 
洲 ; 椒 辣 数 总 可 写成 。 
Si= | pray. (50,2) 
这 些 栗 数 是 菲 单 值 的 。 由 于 汉 动 的 有 限 性 , 每 个 华 标 楷 只 可 
能 在 有 限 的 区 肖 内 变化 。 当 9 在 此 氏 央 中 “向 前 ”和 “向 局 ” 挛 化 
村 .作用 量 获 得 境 量 


JS Yt. (50.2) 
式 中 了 是 
了 :一 i tr {BO ,4) 


这 时 是 对 粹 定 的 9 鬼 变 化 二 积分 
悦 二 闻 对 -一 个 碧 由 度 的 情况 所 fi 哲 一 柱 ; 殊 们 现在 求 进行 再 

凡 , 空 模 。" 作 丁 变 量 和 角 亚 最 

S00 DY Ni A) 


- af; 亿 el 
他 革新 的 变量 , 这 里 的 分 引 柄 数 仍 攻 作用 其 , 刘表 为 党 标 和 开 的 
入 数 ; 采 用 这 些 变量 的 运动 方 各 

1,=0, 4 -人 1 


4 


(60,56) 


Al 
粹 下 
了 = 党 获 ， (50,0) 
A 
于 (50,7) 
几 与 :49,18) 关 和 伺 的 家 算 , 可 知 x 空 半 2327, 即 
A = Yo (50.,8) 


a 9 的 整个 向 前 有人 条 司 和 的 区 化 对 应 。 扩 各 证 
. 租 Wilq， 了) 是 坐标 的 非 贸 和 值 所 数 , 在 学 标 变 全 而 园 到 向 体 时 ， 

他 热 丽 我 傅 瀑 是 儿 出 ， 这 里 所 强 的 基 玉 标 二 在 下 御 的 尊 语 区 隔 册 的 形式 上 的 
化 ,而 下 是 指 在 ~ 个 实际 运动 的 导 期 站 举世 的 用 化 “ 像 一 条 二 十 阳 情 沈 就 十 这 樟 ]。 


名作 当 人 大 的 有 限 过 动 你、 角 恒 况 下 ， 就 ， 就 是 它 航 每 个 华 标 
希 攻 时 国 的 变 作 ,都 是 韭 阔 期 性 的 ( 见 下 商 。 


了 0 正则 方 各 [第 - 巧 益 ] 


和 -一 一 一 一 


它 可 能 改变 27 的 任何 整数 倍 。 这 个 性 质 可 像 图 数 (Pp 四 (通过 
坐标 和 冲 量 来 妻 达 ) 在 体 汉 的 权 袜 章 中 的 烨 质 一 样 来 定 出 。 艇 各 
当 通 过 变量 名 杀 1 9 活 示 蓝 如 时 ,上 蚌 P 了 各 9g 的 音 什 本 数 , 秆 淋 拒 
py 四 代入 wlg, 卫 ,我们 便 得 到 两 娄 wip; 9), 在 沿 相 容 关 内 
性 何 封 中 曲线 特 时 , zw{p, 9) 可 能 改变 2r 的 性 何 整 数 铅 (或 者 
孝 )。 

由 站 可 得 出 车 洽 : 体系 状 坊 的 性 何 单 值 丽 数 廊 (p， 9) 5 当道 
过 正剧 变量 来 表达 时 , 乃 是 角 变 量 的 周期 画 数 ,并 上 且 同期 部 是 2or 
琅 此 它 可 展 成 傅立叶 重 航 数 


P= 人 Adie tht then) (650,9) 


{fi, i， ” i 是 整数 ) 拒 作 为 时 间 的 醒 数 的 角 弯 量化 大 开 式 刘 以 
发 现 卫 对 时 间 的 依 噩 关系 由 下 面 形 式 的 和 所 确定 : 
< oo , Pa OF 
P= "+ 之 .4 有 exp | (45 Ly 3 和 十 :十 下 :37. ee), 《DO ， 10) 
此 条 审 的 每 一 项 都 是 以 





(50,11) 


为 里 率 的 时 间 的 周期 师 数 。 然而 , 试 然 所 有 这 些 频 率 一 般 训 来 并 
不 是 某 一 个 频率 的 整数 〈 或 有 理 分 数 ) 倍 ， 嘟 么 整个 和 就 不 是 严格 
的 周期 页 数 。 特 罚 性 来 ,坐标 9 和 冲 量 不 身 就 是 如 此 。 

由 此 可 见 ,在 一 般 情 况 下 ,体系 的 运动 不 但 就 整体 而 昔 不 是 严 
格 周 期 性 的 ,而 且 对 任何 一 个 坐 蒜 而 次 也 不 是 严格 周期 性 的 。 这 就 
是 说, 如 果 体系 弥 过 了 基 一 状态 , 那 末 体系 况 过 任意 长 的 有 限时 间 
”都 不 会 重新 下 如 这 个 状 坊 。 热 而 可 以 肯定 ,起 对 足 够 长 的 时 间 后 ， 


二 罗 为 棚 芒 27 又 数 信 徇 名 证 都 对 谱 卫 你 对 和 乓 同一 牧 痢 ， 所 六 " 超 蕴 内 标 ”一 一 
背 员 (下 205 再 福 } 一 一 和 任 汪 并 赤 的 关 蜀 基 磊 竖 值 药 。 关 此 ,如果 里 标 了 中 将 这 料 的 
和 , 刚 它 锁 只 以 如 入 co9 g 或 zi 的 由 东 式 和 包 僻 在 医 数 六 i， 外 香 , 而 且 这 些 豆 示 式 
笨 粳 如 撒 楚 的 关 梁 其 中 人 的 。 


Ls 0] 全 雁 王 蒜 的 一 租 性 性 £311 


往 系 会 蕊 恨 谈 近 于 这 个 状 二 。 ”由于 这 个 性 质 ， 和 这 和 媳 运 动 和 队 为 案件 
局 期 运动 。 
在 普 多 晨 丈 悄 尖 下 ,基本 频 开 w=98;31 中 有 琪 个 :三 更 务 
个 ;是 能 够 相 舶 的 (在 把 的 佳 为 任意 的 情况 下 ) 这 时 我 们 就 说 存在 
着 前天, 而 如 果 记 有 3 个 类 率 者 高 相 物 ; 于 末 体系 的 运动 耻 做 罕 爹 
篇 关 运动， 让 后 一 种 尽 涡 下 , 运 芒 显然 是 严格 的 周期 运 惠 ,因而 所 
有 粒子 和 的 申 滥 部 是 封 阴 的 。 
莘 划 的 在 在 首 汉 是 闭 少 了 体 深 能 是 所 全 下 的 狐 开 晤 (0 的 数 


匡 。 就 两 个 后 率 性 和 和 os 鸭 的 关系 为 
日 再 Fa 
mA 5， (650,12) 


式 ' 中 7 有 io 是 整数 ， 由 此 可 得 出 和 基 稿 :六 与- 仅 以 rd + ds 
的 形式 包 舍 在 能 其 中 。 
电 值 积 候 的 数 日 较 之 非 季 并 居 系 ! 息 由 记 数 福 同 ?的 一 般 情 况 
王 的 数目 有 所 让 训 是 依 考 运动 很 重要 的 特点 。 在 非 简 并 的 销 况 
下 ,{2 一 二 个 延 动 积分 中 长 有 = 个 居 牺 的 状态 夯 数 是 浊 倘 的 ,此 
如 襄 , 它 们 的 完 仿 集合 是 工 。 狐 下 的 3 一 个 积 妇 可 号 成 下 则 这 和 的 
形式 : 
ei 交 一 (50,13) 
从 共 式 (50, 站 可 交接 得 到 这 些 伺 不 次 的 芋 论 , 悍 由 于 向 变 揪 是 碍 
军人 秆 的: 沁 们 不 是 停 么 状 天 的 单 值 丙 歼 。 
”在 存在 得 并 的 情况 下 就 不 岗 了 了 。 例 如 , 鉴于 (50,422， 运动 积 
分 
Ub (B00, 14) 
呈 是 非 旦 入 的 , 然而 它 的 六 罕 秆 入 仅仅 在 于 者 加 25 的 柱 意 整数 
翌 。 因此 为 了 可 得 到 新 交 晶 值 运动 积 从 ,只 须 取 这 些 量 的 三 负 丙 
数 就 够 了 。 


下 4 不 出 万 和 [a 齐 ! 





在 廊 U 一 一 &/r 中 罗汉 动 ( 山本 世 肥 是 ) 就 是 简 基 运动 的 一 个 
例 和 下。 下 是 这 个 情 关 ,全 指 陈 了 省 沼 的 两 个 草 箱 积分 (我 傅 拼 为 运 
动 其 息 醒 的) 外 ,还 出 更 阁 的 ,等 询 的 音 值 泛 动 积分 , 面 两 个 通常 的 


” 咎 戎 积分 是 算 以 和 能 量 下, 二 个 是 在 任何 中 心 场 由 的 迹 测 所 特 


有 的。 

_ 一同 也 应 当 注 意 , 前 因 晶 什 各 分 的 出 现 刀 可 导 册 一 个 种 村 渗 
动 的 特性 :入 关 运动 系 只 是 在 某 一 种 中 举 标 选择 的 和 情况 下 ,而 僵 看 
省 樟 党 标 选 摆 的 情 天 下 下 完全 修 痪 变量 ， 实 际 上 , 量 上 在 可 分离 


迹 优 的 坐标 中 是 单 值 运 汤 积分 ,从 而 当 存 在 简 关 时 ,协和 值 运动 积分 . 


的 数目 超过 ，, 因此 从 站 选取 作为 最 工 的 那些 运动 积分 就 不 是 只 
一 入 了 | 


- 汽 们 仍 用 列 下 勒 运 洱 征 汶 出 子 ， 下 再 瀹 在 全 坐标 中 ,还 是 在 二 


物 秀 坐标 中 ,都 可 分 高 从 于 ， 

在 上 节 中 全 指出 ,二 一 艇 冰 限 和 运动 的 久 光 下 ,作用 变星 外 稳 起 
不 变量 。 这 个 铬 询 对 于 多 委 由 上 度 刁 系 也 是 正确 的 、 下 面 我 们 输出 
宇 在 一 般 和 情况 下 的 证 明 ， 

我 们 仍 用 和 雪 欠 在 化 黎 提 的 体系 家 景 名。 在 进行 由 次 蜂 
2 Y 到 要 量 了 ,wv 的 正则 次 裔 时 , 我 们 知道 , 导 引 羡 数 是 作用 晤 
Sotzi 了 。 它 懈 俱 下 十 从 蝶 一 * 样 闫 旺 二 量 *。 而 如 果 * 焦 束 于 时 
疝 , 泪 示 画 数 Sol9, 240 和 也 将 再 接 依 节 于 时 哎 ， 这 时 新 的 哈 
害 嵌 研 数 五 ' 并 不 和 必 : 罗 … 能 最 总 丰台, 按 正 期 变 扩 的 一 般 公 
式 (46,8) ,我 全 有 

Hj 二 人 一 如 人 二 人， 


名 ”这 里 我 们 撒 并 党 = te nt), 的 当 标的 简 开 变换 : 秃 不 是 为 粹 邮 
种 窜 析 后 就 是 为 一 种 源 标 选 各 了 … 莹 省 注 :， 

加 ”为 了 公式 的 隧 齐 寻访 ， 认 现 属 宇和 有 有 一 个 大 是 ,但是 流 轩 移 订 明 夺 于 姑 撒 克 
虽 广 表 的 情 沈 者 基 布 将 的 。 


本 洗 疮 泛 守 的 一 将 蛋 压 :143 


EE 1 

这 里 引信 李江 本 4=( >) 。 

险 知 晤 方 程 训 在 络 出 
jd Lo 





在 一 定 的 时 半 间 隔 内 来 于 均 这 一 等 式 ,这 个 时 间 间 隔 大 让 凌 
有 系 的 母 本 周期; 但 在 这 上 时间 间 匡 内 计 变化 很 小 。 因此 在 在 均 篇 广 
有 过 的 时 和 在 ,大 可 所 到 平均 号 的 外 过 ， 丽 在 斑 均 84/8w 时 :我 全 
误 为 体系 的 运 疯 在 数值 不 变 的 条 任 下 进行 , 内 主 其 有 前 西 记 三 
过 的 条 件 辕 期 运动 的 性 性 。 

和 作用 证 6 是 半 标 的 非 第 储 硬 数 . 当 淮 标 回 漠 初 租 时 ;6 壤 惠 
as 的 整数 倍 。 微 商 4 二 i856 fh 抒 是 二 依 画 数 ， 因 为 铬 分 是 
在 五 之 值 不 改 弯 的 条 件 下 进行 扑 ， 环 在 这 个 条 件 下 So :的 增 量 将 
失 .内 此 , 囊 为 角 变 晤 大 的 册 交 的 十 尽 则 其 好 数 。 这 出 洲 扩 向 靖 
3 em 的 水 均 值 答 丁 敌 ; 因 此 入 撕 :50,15) 可 得 


Al (LY) ;0, 


ot CU's ri 


这 就 证 明了 蜂王 的 巷 技 不 变性 。 

最 后 ,关于 在 映 一 般 情况 下 和 多,s 个 ) 自 由 度 封 好 体 系 有 限 运 演 
的 给 守 作 几 吉 淫 明 , 这 时 不 候 定 存 时 密 同 - 牙 可 上 比方 程 中 鲁能 办 效 
变量 。 

有 可 分 更 恋 量 的 体系 的 主 旧 性 帘 呈 二 动 积 代 五 的 导入 襄 :， 
的 数 日 等 二 体系 的 自由 度数 。 站 一 筑 的 情 沁 下 ,如果 体系 的 杰 搬 
不 能 分 离 , 守 们 运 动 积 分 就 限于 那样 一 些 基 , 宪 们 的 不 变 往 玉 了 
窑 测 和 时 出 的 均 名 性 及 各 疝 同 考 : 也 蓝 是 说 ,音箱 直 动 各 东亚 兹 其 
守恒 定律 , 冲 量 年 全 定律 和 溃 晤 短 守 恒定 律 。 体系 的 相 吉 你 是 在 
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